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Synopsis

On étudie une théorie du potentiel sur la sphére unité dans I’espace euclidien de ¢ dimensions.
Les fonctions propres de Popérateur de Laplace-Beltrami pour la valeur propre 1-g jouent le
role de fonctions harmoniques. Plusieurs théorémes de la théorie classique du potentiel ont
leurs analogues dans cette théorie, par exemple le théoréme de représentation de Riesz, disant
ici qu'une fonction sousharmonique s’écrit uniquement comme somme d’un potentiel sphérique
d’une mesure positive et d'une fonction harmonique.

La fonction d’appui d’un corps convexe est sousharmonique sur la sphére unité, et on
trouve que sa partie potentielle est le potentiel de la premiére mesure de surface du corps, et
que sa partie harmonique est déterminéc par le point de Steiner du corps. On aboulil a
retrouver le théoréme classique disant qu'un corps convexe est déterminé a une translation
prés par sa premiére mesure de surface, et ce qui est plus intéressant, on obtient une caractéri-
sation des mesures qui peuvent étre la premiére mesure de surface d’un corps convexe,
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Introduction

- ll'y a 30 ans, que A. D. Aleksandrov [1] et indépendamment W. Fenchel
et B. Jessen [7] ont introduit les mesures de surface d’un corps convexe.
Depuis ce temps la L. Schwartz a creé la théorie des distributions, et il
nous semble naturel d’en faire usage aux problémes linéaires des corps
convexes.

Un probléme intéressant, posé dans [1], [7], est la caractérisation des
mesures positives sur la sphére unité £, dans Re, qui peuvent étre la mesure
de surface p-iétme pp(K) d'un corps convexe K dans RY. La mesure U (K)
est par définition la mesure de surface mixte w(K, - - K, Ey, -+, Ey), ou le
corps K est pris p fois, et la boule unit¢ E, de R? est prise g — 1 — p fois.
Pour la définition voir [7] p. 21.

Le cas p = g — 1 est résolu complétement dans [2], [7], tandis que la
réponse pour p = 1, -+, g — 2 est inconnue. Contrairement & la réponse du
cas p = ¢ — 1, ol tous les mesures positives, satisfaisant 3 des conditions
frivialement nécessaires, peuvent paraitre comme mesures #g-1(K), clest
connu depuis longlemps que la classe des mesures uy(K) est beaucoup plus
restrictive. Un des buts du présent travail est de donner une condition
nécessaire et suffisante, pour qu'une mesure posilive soit la premiére mesure
de surface ui(K) d’'un corps convexe K. Une condition suffisante mais non
nécessaire est donnée par A. V. Pogorelov [16]. Pendant la rédaction finale
du présent travail nous avons fait la connaisance de deux travaux de W. J.
Firey [8], [9], dont le dernier contient essentiellement la méme caractérisa-
tion comme la nétre, mais obtenue dans une maniere complétement diffé-
rente.

La mesure p1(K) dépend linéairement du corps convexe K dans R¢, ou
ce qui est équivalent, linéairement de la fonction d’appui hx de K:

hK+L = hK -+ I‘IL, /Ll(K-!—L) = Hl(l{) - ,Lll(L),
Iy, = Ahyg, #1(AK) = Jui(K),

pour des corps convexes K, L et 1 = 0.
1*
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Ce fait indique, qu’'on pourrait espérer de trouver un opérateur diffé-
rentielle D} sur la sphére unité 2, tel que

Djhg = p(K), (1)

au sens de distribution pour tout corps convexe K. Nous allons démontrer,
qu’en ellet ¢’est le cas, et que

.;: 1
Dy = —A +1, (2)
g —
ou A*‘ est Popérateur de Laplace-Beltrami sur la sphére unité 2,. Dans le
cas ou K est suffisamment dillérentiable, la formule (1) s’écrit pour & e 2,

%ﬁ?(@ - {47+ (= DK = B Rea®, @)
i=1
ot Ri(§), -+, R,_1(£€) sont les rayons de courbure principaux au point
frontiére grad Ax(§) de K. La formule (3) est classique, et remonte a
E. B. Christoftel pour I'espace ordinaire de trois dimensions.

Il est bien naturel de chercher la formule inverse de (1), c’est-a-dire
trouver une fonction de Green g, de 'opérateur D;. Nous sommes arrivés i
démontrer l'existence d’une telle fonction — dans tout le suivant appelée le
noyau sphérique — et & caleuler g, explicitement, & cause d’une formule
de récursion simple enire g,, 5 et g,. En verlu de l'invariance de D, par
rapport au groupe O(g) des rotations, le noyau sphérique

gq:.qu.Qq +R U {- oo}

ne dépend que du produit scalaire &-7 des vecteurs &7 € £, et par consé-
quent gq est considéré comme fonction sur Uintervalle [~ 1,1]. Alors la for-
mule inverse de (1) peut s’écrire pour & € 0,

1
hg(€) = qu(f “)dm(K)(n) + FL(K) - &, 4)
qu-lﬂ.
. Q,
ol
F(K) = “ qH\nhK(n)qu(n) (5)
2,

valable pour tout corps convexe K dans Re. Ici wg désigne la mesure de sur-
face ordinaire sur £y de masse totale || wg|[. Le point S (K) de Re est appelé
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le point de Steiner |[18]. Pendant les derniéres années #(K) a joué un rdle
dans des diverses travaux, surtout par G. C. Shephard (c¢f. B. Griinbaum
[10] p. 307).

Les formules (1) et (4) ressemblent au théoréme de représentalion de
F. Riesz dans la théorie du potentiel classique, et en effet ils représentent un
cas particulier d’un théoréme complétement analogue A celui-1a. Nous allons
développer une «théorie du potentiel sphérique» qui admet ce «théoréme
de Riesz». Chez nous g, va jouer le role de 17 2%2, et D7 le réle du laplacien.
Beaucoup de résultats classiques possedent des analogues dans cette théo-
rie, citons par exemple le théoréme di & G. C. Evans et a F. Vasilesco
(cf. [6] p. 49).

Dans le chapitre 1 nous allons réunir la notation et au convenance du
lecteur donner quelques définitions et théorémes, qui seront souvent utilisés.
Dans le chapitre 2 nous allons utiliser la théorie des distributions sur la
sphére unité £, et notre outil le plus important sera le développement
d’une distribution en série de fonctions sphériques. Une espeéce de produit
de convolution entre des fonctions sur I'intervalle [—1,1] et des distributions
sur la spheére unité £, nous permet de faire une régularisation des distribu-
tions. Dans le chapitre 3 nous allons démontrer P'existence du noyau sphé-
rique g4, et donner quelques propriétés de g,, indispensables dans le cha-
pitre 4, qui est consacré a la théorie du potentiel sphérique. Finalement
dans le chapitre 5 nous retournons aux corps convexes el prouvons enire
autres choses les formules (1) et (4), et la caractérisation promise.

Le présent travail a été commencé sur l'invitation de M. B. Jessen. Au
cours de son élaboration, de fructueuses conversations avec lui m’ont bien
souvent mis sur la voie. Qu’il veuille trouver ici 'expression de ma profonde
reconnaissance.

Chapitre 1
CORPS CONVEXES. NOTATION ET RESUME

Dans la suite nous allons considérer I'espace euclidien de ¢ dimensions,
noté RY, et nous nous bornerons aux cas qz 2.
Deux ensembles vont jouer un réle dominant:

A

E; = {x eRY|z] = 1}, la boule unité,
et

[
i

£y = {x eRY|||x|| = 1}, la sphére unité.
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Quant a la théorie de la mesure, nous allons nous servir de la termino-
logie du traité de N. Bourbaki [4]. On désigne par .#(£2;) (vesp. A4 .(2y))
I'espace des mesures de Radon (resp. mesures de Radon positives) sur £,.
L’espace #(£2;) est le dual de %(£2y), qui est 'espace de Banach des fonc-
tions continues f:£, - R, muni de la norme de la convergence uniforme

Il = max {|f(O)] | § € Lo}

Dans la suite #(£2) est toujours muni de la topologie vague. La mesure de
surface ordinaire sur £2, est notée wy. Elle est invariante par rapport au
groupe O(q) des rotations dans R¢, et elle a la masse totale

pEsY]

I'thq)

lleogl| =

D’ailleurs elle est uniquement déterminée par ces deux conditions.

Pour une u € .#(£2;) et un p €1, o] I'espace F?(24,1) a le sens or-
dinaire. Nous écrivons briévement F?(£2;) pour £P(L2,,w,), et nous con-
sidérons toujours L1(L,) comme un sous-espace de #(£2,;), en vertu du
plongement canonique, qui & une fonction fe £1({)y) attache la mesure

# > [ OO,
2

Un corps convexe K dans R? sera un ensemble convexe compact non
vide de R?. L’ensemble %, des corps convexes dans R? est muni d’une
structure algébrique

K+L ={x+ylreK,yel}e ¥, pour K,L e %,,
AK = {ix|x € K} € €y, pour K€ €y, 2 2 0,

et muni d'une structure topologique, définie par la distance de Hausdor{l
DK, L) = inf{e > 0|K < L+ ¢Eq, L © K+ ¢Eg}.

Les deux opérations algébriques sont continues comme des applications
Cax €y — €y et [0, o] x €y = F4. De plus %, est un espace localement
compact et complet. D’apres H. Minkowski on sait que les polyedres et les
corps convexes lisses forment deux ensembles partout denses dans %,.
Précisons le mot lisse. Un corps convexe lisse K € €, sera pour nous
un corps convexe de dimension g (i.e. d’intérieur non vide), dont la fron-
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tiere JK est une variété différentiable de dimension ¢ —1; pour tout & € £,
I'hyperplan d’appui de K de normale extérieure & rencontre K en un seul
point @x(&), et I'application @x sera un difféomorphisme 2, - K.

Tout corps convexe K € €, a un volume Vy(K). D’aprés H. Minkowski
il existe une application V,: € - R, qui & q corps convexes Ki, - -, Ky
attache un nombre Vy (K, - -, Ky), appelé le volume mixte de Kq, - -, K.
L’application V, est multilinéaire et symétrique, et si tous les corps convexes
Ky, +,Kg sont égaux a K, on a Vi(K,---,K) = ViK). D’ailleurs il n’est
pas difficile de voir que ces trois propriétés déterminent Uapplication V,
uniquement. Concernant le volume mixte voir [3] p. 38.

Pour tout K € %, on introduit la fonction d’appui hx: R? - R, donnée
par la formule

hg(x) = sup (x-y),
y €K

ol x-y désigne le produit scalaire de x et y. Toute fonction d’appul hg
vérifie

(a)  hg(x-+y) £ hx(x) + he(y)
et

(b)  hx(Ax) = Ahg(x), silz0,

ce qui montre que hx est convexe, et par conséquent continue. Inversement,
toute fonction R? — R satisfaisant aux conditions (a) et (b) est la fonction
d’appui d'un corps convexe et d'un seul.

Grace a la condition (b), on ne perd pas de I'information en considérant
Ia fonction d’appui seulement sur £, c¢’est-a-dire comme élément de 1’espace
de Banach €(£;). Il est bien connu que I'application €, > %(£2y), donnée
par K — hg, posséde les propriétés suivantes:

(1) K < L si et seulement si hg = hz, pour KL € %,.

(ii) hxiz = hg+ hg, hpg = Ahx , pour K,\L € €4,2 = 0.
(iii) D(K,L) = |hg — hy] , pour K, € €,.
(iv)  heonygury = max(hg,hr) , pour K,I.c %,.

On en déduit que I'ensemble des fonctions d’appui forme un cone convexe
réticulé # dans (&), et que # — # est un espace de Riesz, qui de plus
contient les fonctions constantes et sépare les points de £2,. D’aprés le
théoréme de Weierstrass-Stone, # — # est partout dense dans %(0Qy),
c’est-d-dire # est un cdne convexe total de %(£2,). Cette observation est
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tres utile, et peut servir a Pintroduction des mesures de surface mixtes de
g — 1 corps convexes dans R¢. Pour nous il suffit de connaitre la premiére
mesure de surface p1(K) d’un corps convexe K, définie comme la mesure
de surface mixte u(K.Eq,- -, Ey) de K, et de E, prise ¢ — 2 fois. Cette mesure
est caractérisée de la maniere suivante:

PROPOSITION 1.1. Soit K € €,. Il existe une mesure positive u1(K) sur
Qg et une seule telle que, pour tout corps convexe L € 4

1
Vo(L.K.Eq, "+, Ey) - ;1ShL<é>dm<K><§>-
¢-2 o
Démonstration: L’unicité résulte de la tolalité du céne convexe # des
fonctions d’appui. Pour voir lexistence nous considérons 'application
# - R, donnée par
by = qV(LK,Ey,- -, Ey).

Elle est linéaire et croissante & cause des propriétés du volume mixte. Cela
entraine que le prolongement par linéarité au sous-espace H# — # est une
forme linéaire positive. Un prolongement par continuité donne la mesure
désirée. /

Dans Ia proposition suivante nous allons résumer les propriétés de la
mesure u1(K). Elles se déduisent facilement de ce qui est connu sur le
volume mixte (ef. [7] §§ 5, 6).

PROPOSITION 1.2. (i) La mesure p(K) est indépendante de translalions
de K, c’est-g-dire p1(K + @) = ui(K) pour a e R
(ii) La mesure u1(K) admet 0 pour barycentre, c’est-a-dire

[Ed,ul(K)(E) =0
2,

(iil) L’applicalion p1: €y — M (2y) est linéaire et continue.
(iv) Si K est un corps convexe lisse, la mesure yuy(K) posséde une densilé
par rapport a la mesure wy, plus précisément

R1(§) e qul(‘f,,), w
qg—1

pm(K) =

q s

ot Ri(&),- -+, R,_ (&) sont les rayons de courbure principaux au point frontiére
grad hx(&) de K, otr la normale extérieure est &.
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De plus pour un corps convexe lisse K, d’aprés [3] p. 62, on a

— 92h
Aohi(E) :Z ACES TORIIENS IO

i=1
donc Aghg = (¢ —Dp(K), (1)

ol nous avons identifié la mesure et sa densité par rapport & wy.

Chapitre 2

SUR LE DEVELOPPEMENT D'UNE DISTRIBUTION EN SERIE
DE FONCTIONS SPHERIQUES
§1. La théorie des distributions sur Qg4

La sphere unité £, est une variété différentiable de dimension g —1,
possédant une base dénombrable d’ensembles ouverts. Selon [17] on peut
introduire les espace vectoriels topologiques fondamentaux de la théorie
des distributions, traditionellement notés &, %', &, &7, sur une telle variété.
La compacité de £2; entraine que & = & et @' = &'. L’espace vecloriel
topologique % = Z(£;) est 'ensemble C”(£,) des fonctions indéfiniment
dérivables 2, — R muni d’une topologie convenable. Pour la définition de
cette topologie et ses propriétés voir [17] § 9; mentionnons seulement que
D(£2y) est un espace de Fréchet.

L’espace dual topologique 2'(£2,) forme Uespace des distributions sur
£;. On le munit de la topologie faible de la dualité.

Dans la théorie des distributions de Re, on utilise fréquenment le produit
de convolution, quand il s’agit d’approximer une fonction par une fonction
indéfiniment dérivable. On pourrait croire, qu'on allait perdre ce procédé
d’approximation ici, parce qu’il est lié & la structure de groupe de Re. Il
y a cependant dans ce cas simple un procédé, qui ressemble au produit
de convolution, et qui nous donne des résultats ressemblants & ceux du cas
classique Ra.

Soit (9e)e e 3011 Une unité approchée dans I'algebre de Banach Z(R9)
telle que

COR

(i) v,
(i) pe(x) = pLy), st |zl = flyl,
(iv) fws(x)da: = 1.

R

C”(R9),
0, suppy, = {xeRe| x| = &},

v m
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On définit y, @ 2 x 2, -~ R par

o0

28(5’77) = ”wq—],HJ ’(/JE(E — 1'77)1"1_1({]-.
Q

En effet il suffiit de faire l'intégration sur Vintervalle [0,2], parce que si
rz2eténely, ona
6 —rml = r 112 1.

Ceci montre que y, € C¥(£2; x £). De plus on a
6 =12 = 1 +1r2=2r(&n),

done y (&%) ne dépend que de &-%. Si £-9 = {, nous écrivons
Pe(t) = @& ) = 2:LEm) = qu—lllf%(5*1‘77)1"1_%‘- (1)
0

DEFINITION: La famille (¢,), cj0,1; st appelée une unité approchée de
g, provenue de 'unilé approchée (), eip1 de LR par la formule (1).

PROPOSITION 2.1. L’unité approchée (¢,); cy01; d¢ 2¢ posséde les pro-
priétés suivantes:

(i) Pour toul & € £2¢ la fonclion  — @ (&-n) de 2y dans R est indéfiniment
dérivable. De méme ¢, : [— 1,1] = R est indéfiniment dérivable.

(i) ¢,z 0, supp g, = [(L - e, 1].

(iii) Pour tout £ € &y on a

[ 06 - mdoun) = llog-il,

donc 1
(iv) f P (D1 — 2Ya=3dt = 1.
1

Démonstration: Remarquons a (ii) que si g (& %) > 0, il existe un r > 0
tel que || -1yl < ¢ d’ou

1+1r2-2r(6n) < €2
Cela entraine d'une part que &7 z 0, d'autre part que 1 —(&:5)? < &%,

parce que 1 +r%—2r(£-%) a la valeur minimale 1 — (£-%)2. En tout on a
£ > (1 — &),
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La vérification de (iii) est facile:

[ wuemaontn) = log-l [{ [ veté — rprde | doun) =
2, £2, \0

ool [ pe(& =) = [lag-a] [ ye(@rde = log-al,
R

R

et (iv) est une conséquence immédiate de (iii). /

DEFINITION: Soit (®e)e c10,1; une unité approchée de 2 comme donnée
ci-dessus. Pour F e L8y, e MLy, T € D'(Ly), nous posons pour & € Q,

g * I(E) = : \%(5'77)1‘“(77)(1%(’0),

leog 1|
2,

@t u(E) = . ! S%(f")’l)d,u(n),
g1l ,
2,

P T = T E ),

Alors @, # X est une fonction 24 — R appelée le produit de convolution de p,
et X, ou la régularisée de X.

Le principe de la régularisation dit que @, * X est indéfiniment dérivable
et une bonne approximation & X.

Précisions ce principe par la proposition suivante.

PROPOSITION 2.2. Soit E un des espaces D(82y), €(£2q), LU 2y). Alors,
pour toute F € E, onag, #* Fe C¥(Q)) < E et lim ¢, % F = F dansUespace E.

£-+0

Démonstration: Si F e £Y(2;) on déduit que ¢, * Fe C”(£2,) A laide
d’un théoréme sur la dérivation sous le signe d’intégration.

(1) Soit E = 9(&,). La démonstration ne se déroule pas, comme on
pourrait le croire, par analogie avec la proposition correspondante de Re.
La cause en est qu’on ne peut pas changer les roles de ¢, et F comme dans
le produit de convolution ordinaire. On se débrouille de la maniére suivante.
Prolongeons F & toute R¢ en posant

F(0) = 0, et F(x) - F(“zo, six o+ 0.
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Alors F e C*(RN{0}). Soit (v,), g10,2f 1'unité approchée de F(R?) de la-
quelle (@), g10,1; Provient. Pour le produit de convolution ordinaire

ve s F) = [F@wie — )y ~ [ py)F(e — gy
R RY
nous savons que . * F e C7(Re) et lim y, = F = F dans I'espace &(RI\{0}),
g>0
iL.e. chacune des dérivées partielles de %, * F converge vers la dérivée partielle

correspondante de F, uniformément sur tout compact de R\\{0}. Cela en-
traine lim g, =" = F dans l'espace @(£y). Calculons maintenant y, = F(&)

=0
pour un & € 2,:

e F(E) = f By —gdy = [ | [ Pemyu(s - eyt ae | doog(n)
2, \0

KF(W)%(E m)dwg(n) = @, = F(E),

”C‘)q—

{Q

d’aprés la formule (1).
(it) Seit E = ¥({2¢). En vertu de la formule

1 .
F(E) — @ * F(O)I = e ""ﬂ\%(é “IE(E) = F(n)|doe(n),
g1 »

nous concluons & I'aide de la continuité uniforme de F que ¢, = F(&) - F(&),
uniformément sur 24 pour ¢ - 0.

Par conséquent nous avons aussi im ¢, # F = I dans #1(£2,).
>0
(iii) Soit E = £(82,). Gréace au théoréme de Fubini, on a pour tout
g €]0,1]

lpe * Flli = |#]-

Pour é > 0 donné on choisit G € €(8,) telle que ||[F —Glp < 14.
Done

[F =@ * Flli = 30+ (|G — g, * Gl1 < 4,

dés que ¢ est suffisamment petil. /
De cette proposition résulte que Z(£2;) esl partout dense dans €(2,),
ce qui nous permet de considérer les mesures .#({2;) comme un sous-espace
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des distributions £'(£y). Par conséquent on a les plongements Z1(£2)
S M2y = D'(2y). Une fonction [e FYL,) s’identifie avec la distribu-

lion
v = [ [©e)dol®).

2,

On remarque que les trois définitions de la régularisée sont compatibles
avec ces plongements.

Une distribution T € 2'(42,) est dite positive, si pour toute ¢ € D(Ly),
@z 0,ona T(p) =z 0.

PROPOSITION 2.3. Aprés le plongement #(2¢) < D'(2y) il y a identité
entre les mesures positives M +(£2y) el les distributions positives 2'(2y).

Démonstration: Trivialement .4 (2;) = Z.(£2,). Inversement, soient T
une distribution positive, ¢ € Z(£2,). Puisque

— el = ¢ = ligll,
on a

el TM) = T(g) = ll@lIT(1),
done

IT(p)t = llellT(1).

Il en découle que T est continue sur Z(£2,) muni de la topologie induite par
celle de %(£2,). Alors T se prolonge uniquement par continuité en une
mesure sur {2, encore notée T, et T est une mesure positive, car si ¢ € F(£2y),
gz 0, on a
v * 9 XL, gz 0,
donc
T(p: * @) z 0.

Faisons ¢ — 0, d’apres la proposition 2.2 ¢, % ¢ — ¢ dans 'espace €(£,),
d’on
_ T(p. = ¢) > T(p),
et par suite
T(p) z 0./

Nous allons utiliser le produit tensoriel de distributions. Pour les détails
voir [17] théorémes 9, 10; citons seulement la proposition suivante.

PROPOSITION 2.4. Soient S,T € Z'(£2;), p € C”(2q x £¢). Les applica-

tions &1-> T(@(&,m)) et ni— S(p(&%)) sonl indéfinement dérivables sur £2,.
De plus 7 3
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;?(T(GD(&T}))) = Z’(?(W(f,"?)))- (2)
% 7

Cette formule détermine une distribution sur £y x ¢, appelée le produit fen-
sortel de S et T, el elle est notée S x T.

Voici un autre exemple du principe de la régularisation:

PROPOSITION 2.5. Soit Te Z'(£2,). Alors ¢, = Te C7(£2y), et limg, = T
= T dans ZD'(82y), i.e. faiblement au sens des distributions. e>0

Démonstration: La proposition 2.4 montre que g, = T € C*(£2,). La fone-
tion & — 1 est une distribution, et une application de la formule (2) au
produit tensoriel 1 x T et a la fonction (&,7) = @ (& n)e(E), ol ¢ € D(Ly),
donne

| T ipendod® = 1| [ s np@duds),

Q

¢ =y

d’ou
[ 89, » Tw(®) = Tg, = gl
0,

4

Si nous interprétons ¢, = T comme distribution, nous venons de voir que

pe * T(p) = T(pe * @)
Sie - 0, il résuite de la proposition 2.2 que

we = T(p) —~ T(p),

valable pour toute ¢ € Z(82). /

§ 2. L’opérateur A’; de Laplace-Beltrami sur Q4

Dans le suivant 4; désigne I'opérateur de Laplace-Beltrami sur £, (cf.
[L1] p. 387), et 4, désigne le laplacien ordinaire dans ¢ variables. Résumons
quelques faits, nécessaires pour ce qui suit.

PROPOSITION 2.6. Si x € R\N{0}, on pose x = r&, ot r = |lxf| €]0, oo
et & = xf|x|| € £24. Alors on a

02 ¢g-14 1
Ay = — + o2 A% 5
T o2 or e (3)

Si ae 2y, on pose Qy1 = {neylan = 0}, et on oblient la description
paramélrique suivanie de Qg \{a,—a}:
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E=ta+(1 -2y, ou te]-1,1[,ne Q1.
Alors on a (si q = 3)

47 = (1 - o 1ia+

gl

Pour toutes ¢,p € C2(£2y), on a

[ r@a; o) ~ [ 47 p(ermerdnn)
2, 2,

Pour tout A € O(q) el loule p € C2(£2y), on a

Ag(peod) = (Agg)oA.

(4)

)

(6)

Démonstration: Les formules (3), (4) résultent de 'expression dans des
coordonnées locales de A, (cf. [15] p. 38), et (5), (6) sont des cas particuliers
('un théoréme général sur les variétés de Riemann (cf. [11] p. 387). Nous

allons obtenir (5) comme corrollaire du théoréme 4.3. /

Soit hx la fonetion d’appui d'un corps convexe lisse K. Puisque pour

r> 0, §fe ly,
hx(ré) = rhx(&),

la formule (3) donne

q-1

r

Aghx(ré) =

1 .

Sir=1, on a

Aghr(E) = {4; + (g — D}hx(E), pour &e 2.

D’aprés (1) chapitre 1 nous avons

etk
](j :—lAq + IJhK = wi(K).

Pour des raisons de commodité nous posons

1.
- — A+ 1,
q-1

D Ed

1
q
donc, pour tout corps convexe lisse K, on a

Dihx = wi(K).

(&)

(9)

(10)
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L’opérateur A; est une application linéaire continue Z(82,) - Z(Q,).
La continuité résulte des faits que 4; applique un ensemble borné de 2(Q,)
sur un ensemble borné, et que Z(£2;) est un espace de Fréchet et par consé-
quent bornologique. L’application tA;", transposée de A;z, est alors une ap-
plication linéaire continue 2'(2,) -~ 2'(£2,), donnée par

tATT(p) = T(A79), pour des T e D'(12), v € D(£2y).

Pour une ¢ € Z(£2;) considérée comme distribution, on a pour toute W e D(8y)

Aip(n) = 9 40) = [OANOd0E) = [Aip@p(&)don(®) = AZpp).

Q Q

=g pE

Done, Uapplication tA; est une extension de A} de D(24) & D'(2y). Dorénavan!
nous considérons foujours opérateur de Laplace-Beltrami A; comme un opéra-
teur dans Uespace Z'(£2q). Ces observations sont valables aussi pour Uopérateur

D; = -1 A; + L. Remarquons de plus que (5), (6) subsistent encore, si A
est remplacé par [);.

§ 3. Le produit de convolution

La fonction régularisée ¢, = X de § 1 estun produit de convolution. Dans
ce paragraphe nous allons considérer des produits de convolution IF# G
plus généraux. Sur Dlintervalle. [- 1,1] nous considérons la mesure
(1 -3 di, q =2 2, qui donne les espaces

L[~ L1L (1 = #pe=adly ~ LP(|-1,1],q)
pour p € [1, o], Nous posons R = R U {-oco,00}.

PROPOSITION 2.7. Soit f: [~ 1,1] - R une fonction borélienne apparle-
nant a ZN[-1,1],q), et soit & un point de Q4. Alors la fonction f(&- ):
2, - R donnée par 11> f(&-n) est borélienne et appartient ¢ ZLL(82y). De
plus 1

1 ’ .
e ndotn) - \oa - mie-sa
qu,]_H [ LA

2, -1
et Uapplication 2y -~ LYQy) donnée par & -~ f(&- ) est continue.

Démonstration: L’application % - f(£-97) est trivialement borélienne.
Alors
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1

, glﬂf‘nﬂdwﬂn)=‘\HUM(1—iﬁém—mdfk ,

lwg-1ll,) .

Q, -1

d’ol f(&- ) e L8y, et on voit que la formule donnée est valable. La
continuité de I'application & - f(&- ) se déduit ainsi: Soit ¢ > 0. On choisit
une g € €([0,1]) telle que

1

llevg -1l Klf(t) — (O — I dt < fe.

-1
Alors

A& ) =& Dl < Fe +1g(§- ) —g(EHIh < &

dés que { est suffisamment voisin a £, en vertu de la continuité uniforme
de g. /

DEFINITION DU PRODUIT DE CONVOLUTION. Soient f une fonction
borélienne de L[ -1,1],q), u € A (Ly). Nous posons

Fone =\ D

2,

larg 1]

Si F e Y8y nous avons identifié F et la mesure Fdw,, et nous écrivons
simplement [« F au lieu de f # Fdwg, i.c.

¢
fod® = Xf(&-n)F(n)dwq(n)-

wq~l|| .

-er

Soient p e C*([-1,1]), T € @'(£y); nous posons

P T = T ).

flog—1]l 7

PROPOSITION 2.8. Par la notation ci-dessus f = u est définie wg-presque
partout et appartient @ LUy, et ¢=T appartient a C”(£2,).

Démonstration: L’application (&,5) i—> f(£-7) esl trivialement borélienne.
Gréce au théoréme de Fubini on a

Mat.Fys.Medd.Dan. Vid Selsk. 37, no. 6. 2
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-

[F(& - mldewq x [l (&.97) = g
o

X e
©

2,

= qu—1]3<

“=q

( 5 13 n)ldwq(f))dlul(ﬁ)
2,

s

(I = 224 ‘”)dl,ul(n) = Jlooq -1 [l % (DI = T ar < oo,

C ™Y

[

d'ot f(&-n)e L1(Ly=x2y,wg x |u]), ce qui entraine Dassertion. Que
@ = T € C*(£y), résulte de la proposition 2.4. /

PROPOSITION 2.9. Soient f une fonction borélienne de Z1([1,1],q),
FeZ£%(8,). Alors = F est parfoutl définie, et elle est confinue.

Démonstration: Pour tout £ € 2, on a
1

1 ’ : 273 (@ —3)
"'-glf(f'W)F(ﬁ)qu(??) = HFIL,,,\I/('-‘)](1 — ) dt < oo,

lleog -1l ,
2, -1
et par conséquent f = F est partout définie. La continuité résulte de la pro-
position 2.7, parce que

1]

llvg—1ll

If = F(&) — [+ F(DI = &) = £ DI/
Qu’on remarque que la proposition subsiste encore, si f est une fonction
borélienne de X[—1,1],9), et F e LP(Q), o011 = o, f < o0; o1 + gt =1

§ 4. Développements en séries de polyndomes de Legendre dans g dimensions,
et de fonctions sphériques

Un exposé court et élégant de la théorie des fonctions sphériques et des
polyndémes de Legendre dans ¢ dimensions se trouve dans [15]. Nous allons
en utiliser la notation et les théorémes.

Une fonction sphérique d’ordre n dans ¢ dimensions est par définition
un polyndéme homogeéne harmonique de degré n A ¢ variables ay, = - -, .
On la considére comme fonction sur £2,. L’ensemble des fonctions sphériques
d’ordre n et la fonction &1-» 0 forment un espace vectoriel de dimension
finie de fonctions £ —~ R. Il est noté Hy,, et sa dimension est nolée N(q,n)
(cf. [15] p. 2-4). Les espaces Hp, n = 0,1, -, sont orthogonaux entre eux
dans 'espace de Hilbert £2(£,), et leur somme hilbertienne est égale &
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L), 818, i=1,--+, N(g,n) forment une base orthonormale de H,, la
fonction

N(g, n)
Fa(e) = 2 Si(&)S:(n)

ne dépend pas de la base choisie; elle est appelée le noyau réproductif de
Iespace Hy. Son importance est la suivante: Si fe Z£2(£y), et si fn est la
projection de [ sur Hy, alors f = 57 | f, dans l'espace £2(£2,), et f, se

calcule
fal®) = [ BuCe (o).
2,

La série > _, fa est appelée le développement de f en série de fonctions
sphériques. Avant d’étendre ce développement aux distributions, il nous
faut connaitre le noyau réproductif F,.

Les polyndémes de Legendre dans ¢ dimensions seront notés pn(q,t);
ils sont des polyndémes de degré n — 0,1, - - - dans le variable ¢ caractérisés
par les conditions

1

‘[pn(qj)pm(qj)(l——ﬂ)éw"s)dt:: 0 si n=m,

——

J (11)
pn(g,1) =1 pour n=20,1,---.
De plus on a (cf. [15] p. 15)
1
[Ba@na-miesa . el (a2)
J JoaN (g,

Ils sont aussi appelés les polynémes ultrasphériques. Si ¢ = 3 on obtient
les polynémes classiques de Legendre, et on sait que pn(2,t) = cos(nArc-
cost) pour £ e [—1,1] sont les polynémes de Cebyéev.

De la formule (11) on tire

pola:t) = 1, p(qt) =t l

q 1 qg+2 3 - (13)
) = e pa(g ) = B Sy
pe.t) = T8 (et = 0= l
D’aprés (11), (12) le sysléeme

wawwm

lloxg|

1
z
)pn(q,t), n=201,---,

est une base orthonormale dans I'espace de Hill ert £2([~1,1],9).
2*
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4 une fonction fe FY[~1,1],q) on attache la série

N eV G
"~ 2 [leogll anPn(q: ), (14)
ol
!
Ay = J O palg, H(A ~ t2)é(q—3)dt,
-1

appelée le développement de f en série de polynémes de Legendre dans q dimen-
sions.

Le noyau réproductif I, a une liason étroite avec pnp(g,f). Puisqu’il est
trés important, nous citons ce résultat.

THEOREME 2.10. (Le théoréme d’addition de G. Herglotz.) Le noyau
réproductif Fpn de Uespace Hy des fonctions sphériques d’ordre n est donné par

Fu(t) = V20

[[eoll

pn(q, & n).

Pour la démonstration voir [15] p. 9. Il est important de remarquer
qu'il en découle:

Pour un 5 € £ fixé, Papplication £ — pu(q,£-%) est une fonction sphé-
rique d’ordre n.

Citons aussi:

THEOREME 2.11. (P. Funk, E. Hecke.) Soient f une fonction borélienne
de L[-1,1],q) et S € Hy,. Alors

[ & s oy = 1500,
Q2

sy

ol
1
A= ”C‘)q—ln f f(t)pn(q’ [)(1 _ tZ)%(Q"ii) dL.
-1

Le théoréme est démontré dans [15] p. 18, mais sous la condition f
continue. Cependant, une revue de la démonstration montre qu’on utilise
essentiellement les conditions ci-dessus, et la proposition 2.7.

A une F e L1y on attache la série
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-t

F~3 S, (15)
ol n=0
N(q,n N(q,
Su(®) = (q)\zmqf DFCydo Gy ~ IO e,
o) ™

et a une distribution T € 2'(42,) on attache la série

T~ 73 Sa, (16)
oL -

N(q,n) |wg-1[IN (g, n)

Sn(€) = - T(pa(q.§ 7)) = ———pa(q, ) * T(¥).
llewgll 7 llovg]|

Les séries sont appelées les développements en séries de fonctions sphériques.
D’apres 2.10 S, est zéro ou une fonction sphérique d’ordre n. Les deux
définitions sont compatibles avec le plongement ZY(2,) = 2'(£,).

Le théoréme suivant montre que le produit de convolution est important
en relation avec les développements.

THEOREME 2.12. (i) Soit f une fonction borélienne de LY[-1,1], q),
et posons F(§) = f(a-&) pour un a € Q. (Donc F € L1(£2,).) Pour les dévelop-

pements
7 o0
/ Zqu 1HA (q’n) An p fn(q, t) et F ~ z Su,
[[oog]] n=0
on «a
—1|IN (g,
Sa(&) = Manﬁn(q,a'f)-
[loog]|

(ii) Soient ¢ € C*([-1,1]) et T € F'(2y) avec les développements

Ilwq —1[N(g.n)

lleogll

anpn(q’ t) et T ~ Z Sn.

n=10

Alors ¢+ T a le développement

T ~ 3 anSy.

n=20

(iii) Soient f une fonction borélienne de LY[~1,1],q) et u e M () avec
les développements



e ”wi‘—auiu(q’i)anpn (q.6) et p~ iOSn.
Wy n=
n=0

Alors [ = p a le développement

@

[ pu~ 2 anSn.

n=0
Démonstration: (i) Nous avons
N(q,
$u(®) = 2O .5 ) ) o)
el g
1
- IV 3 . l(n —
= patgra 91D [ paa.00t - 091V
q
-1

_ loe-1liN (g, n)

[leog]l

anpa(q, a-£).

Nous nous sommes servis du fait que pour un ¢ fixe, l'application 7 —

pa(q,&-71) est une fonction sphérique, et ensuite nous avons utilisé le théoréme
2.11.

(ii) La valeur en ¢ € £, du terme n-i¢me du développement de ¢ = T est

N(g, ){ N(q,n
Mg l\pn(q,s 1)@ * TCr)dwq(r) = ~L<L~ng)n<q,5 1) Ton- o)) devg ()
[levg]| ;) |logll || wg-1]| g
2, 02,

N(q,n) TlQ (- o &) e ()
ST T pn-o q,5n)dwg(7n
loglllerg—1ll | ) b ’
2,
N(g,n)
= D oy s anpa(g, 80} = anSa(E),
llwll g1l @
en vertu de la proposition 2.4 et le théoréme 2.11.
(iii) La démonstration de (iii) est égale a celle de (ii), excepté que le
«wthéoréme de Fubini» 2.4 est remplacé par le théoréme de Fubini propre-
ment dit.

COROLLAIRE 2.13. (i) Si deux distributions Ty, Tz € 2'(£2y) ont le méme
développement en série de fonctions sphériques, on a Tv = Ta.
(ii) Si deux fonctions boréliennes fi, [z de LY[—1,1],q) ont le méme
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développement en série de polynémes de Legendre dans ¢ dimensions, on a
fi = fo dans ZY|~1,1],q), donc fi = fo presque partoul.

Démonstration: (i) Dans ce cas la distribution T' = Ty — T3 a le dévelop-
pement >7°_ 0. Soit (@.); 0,1y une unité approchée de £,, alors g, = T
€ C”(£y,), et d’apres le théoréme précédent ¢, = T a également le développe-
ment >, _,0. Cependant, nous savons qu'une fonction de .#2(£2,) est 0
presque partout si son développement est 5, _,0. Par conséquent ¢, = T = 0,
ce qui entraine T'= 0, parce que lim,__ , @,.= T = T dans Z'(£2y).

(ii) Choisissons a € £, et posons F(&) = f(a-&), ou f = fi— fo. D’apres
le théordme précédent F a le développement >, _ 0, done d’aprés (i) F = 0
wg-presque partoul, ce qui entraine fi = fz dans LY[-1,1],q). /

Soit S, une fonction sphérique d’ordre n dans ¢ dimensions. Alors pour
A>0,fe0;,0na

Su(AE) = ArS,(&).

De plus on sait que A4S, = 0. D’apreés 2.6 formule (3) il résulte que

A5Sa(E) = —n(n+q—2)Sa(&), DISa(§) = - (n - l)q(n: - 1)Sn(é)- (17)

En particulier

~1 —1
- )q(i;q )pn(qyf'n)- (18)

JWJZ:Pn(q,E-n) =

THEOREME 2.14. Soit T € 9'(£,) avec le développement T ~ So_ Sy
en série de fonctions sphériques. Alors la distribution D;T a le développement

L) — 1 _ 1
n=0 q — 1
Démonstration: On calcule
N(qg,n) ., N(gq.n) .
Dy T(pa(q. &) = - T(Dfpa(q.£-1))
lodl =~ llogll n "2

(r-1)@+q-1) N(g.m) T(pn(q.& - 7))s
q-— 1 HwQH Y

ce qui montre 'assertion. /
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Puisque
(n—-1)(n+qg—-1)
¢-t
équivaut & n = 1 lorsque n =z 0, on conclut;

COROLLAIRE 2.15. Le noyau de l'opérateur Dj: D'(£24) ~ 2'(L2q) est
Hi,i.e. Uensemble des fonctions {& -~ a-&|a e Re},

Chapitre 3
LE NOYAU SPHERIQUE g,

§ 1. L’existence du noyau sphérique £,
Soit K € €4 un corps convexe lisse. D'aprés (10) chapitre 2, nous savons
que pour un & € £y

Dihaey - @

Nous cherchons une fonction borélienne g, de ZL([— 1,1}, q) telle que

Ri+--"+R 1
g * *'—(}_] =" - hx (2)

Supposons qu’elle existe, et posons

-hKNzS’ns

n=0

N(g.n
zqu NG,

lleog|

Selon (1) et le théoréme 2.14 nous avons

R1+i"+qu~l (11—1)(11+q—1)
q-1 g-—1

n=2

Sn,

et par conséquent en vertu du théorcme 2.12

R + - _|_R = *1 + -1
i o et | oS — Z(n )_(P* T ')(lnSn
q-1 g-1

=2
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Pour la réalisation de (2) il faut avoir

g-1 .
ap =1, aywy-= ———- S1 n

(n—-1D(n-+qg-1)

tandis que a; puisse étre arbitraire. La condition S; = 0 dit exactement

iy

2, et Sl = 0:

X& () dog () =
2,

[

pour tout § € £, donc le point de Steiner S#(K) de K doit remplir I'équation

S(K) = ” ”577111{(77)51%(77)

Q,

On peut toujours obtenir .¥(K) = 0 par une translation convenable de K.
Si on choisit a1 = 0, on est conduit au développement suivant de gg:

log 1 (g - DN(gn)
: S el L pa . 3
o \' "Ly (g P ®Y @

gg ~

Par avance on ne peut pas savoir si le développement (3) provient d'une
fonction g € ([~ 1,1],¢). Qu'en effet c’est le cas, va étre démontré dans

le théoréme 3.3. Si nous présumons ce résultat, nous avons la proposition
provisoire:

PROPOSITION 3.1. Soit K € €, un corps convexe lisse tel que F(K) =
Alors

Ri+ -+ Ry 1 R1+ +R 1
hu(§) = ga * () = ggq(f'n% L (g ().
q-1 llwg—1 H q-1
R + o+ Ry - '
Démonsiration: Nous savons que hg et gq = ! T 271 ont le méme
q—

développement en série de fonctions sphériques, et par conséquent ils sont
égaux wg-presque partout (2.13). De plus tous les deux sont des fonctions
continues, la derniere selon 2.9; donc Uidentité est démontrée. |
Retournons au développement (3), et déterminons quand il provient
d'une fonction gg de £*([—1,1],q). Puisque la base orthonormale utilisée est



8%

<o
-
z
=y

L1l N(g,n)\:
H@ﬂLﬁjvmwﬁ,l_w&uu
lleogll ;

les coefficients du développement sont

OWQUTL&” aw—nN@m>
llewgl| (n -D(n+g- 1)

et leur somme carrée est

llarg -1 S N(q.n)
14 (g 1) : 4
fog) \ " T ”;;@—1ﬁ@+q~wz )

D’aprés [15] p. 4 on a

N(q, n) 2

lix
n—> ® n?" 2 (q~2)’

donc (4) est convergente précisément pour 4 —¢g+2 > 1, ie. pour
q = 2,3,4.

PROPOSITION 38.2. Pour les dimensions q = 2,3,4 on peut {rouver une
fonction gq de L*([—1,1],q), qui posséde le développement (3). Ceci ne subsiste
pas pour les dimensions plus grandes.

Le théoréme suivant montre explicitement qu’il existe pour tous les
dimensions ¢ = 2 une fonction (et une seule) g, de Z1([--1,1],9) avec le
développement désiré (3).

THEOREME 3.3. Soient gq: |-1,1][ >~ R, q
définies par

v

2, une suile de fonctions

1 1
ga(t) = —(@ — Arccosf)(1 — t2)% —
7 2m

ga(t) = 1+ tlog(1l — O) -+ (4 — log 2)¢,

et ensuite par la formule de récursion (q = 2)

q- I

(q 1)2
11 est possible de prolonger gq a Uintervalle [—1,1], parce que g4 a des

valeurs limites aux poinls +1. Plus précisément on a:

palty + 411 el

7‘!_ 2 t == .
gar2(1) e

q()+

(5)
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(i) La valeur limite im g¢4(f) existe et est finie pour ¢ 2 2

i—>—-1
(i) La valeur limite limgy(t) est égale ¢ — oo pour q z 3, tandis que
t—1
limg2(t) = — 1/2x. De plus on «a
t—>1

lim(1 — a-3+eg, () = 0,

t—>1
pour fout ¢ > 0 si q = 3.

Les fonctions gq possédent les propriétés suivantes:

(iii) La fonction g4: [~ 1,1] > R U {- oo} est semi-continue supérieurement
pour q z 3, et la fonction g2: [-1,1] >R est continue. On a de plus
g€ C([~1,1]) pour ¢ = 2.

(iv) La fonction go(t)(1 — t*)*@=3) est intégrable sur [~1,1], done gq €
L1([-1,1),q9) pour ¢ = 2. Pour ¢ = 3 un peu plus est valable, puisqu’en effet
go(H)(1 — )@= est intégrable sur [-1,1].

(v) Le développement de g, en série de polynémes de Legendre dans q
dimensions est celui désiré ci-dessus (3).

Démonstration:

(a) Le théoréme esl vrai pour gs.

En effet g» est bien définie et continue sur lintervalle [-1,1] par la
formule donnée, et g2(—1) = —ga(1) = 1/2n. Trivialement gz est indéfini-
ment dérivable dans }-1,1], alors il nous manque seulement le point —1.
Dans I'intervalle [-1,0] on a

1 1
ga(t) = —(1 — )% Aresin(1 — £2)F — —+¢.
7 27

Considérons la série entiére de uArcsinu, valable pour ue]-1, 1]

% ., 1y ‘
uAresinu — Z( 2)u112p“.
P /2p+1

p=0
Le rayon de convergence est 1. Il en découle que

<]

ST

p=0

définit une fonction holomorphe dans I'ouvert

{teCc||l -] < 1},
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qui est borné d’un lemniscate aux points focaux —1 et 1. Ceci montre que
gz peut se prolonger a une fonction holomorphe dans la partie gauche du
lemniscate. Par conséquent gz € C*([—1,1]), et g» et toutes ses dérivées pos-
sédent une valeur limite finie, quand f tend vers —1.

Dans Vintervalle [0,1] on a

1 1
g2(H) = (1 — ) — —(1 — )} Aresin(1 — £2)t — - f.
7 27
Du raisonnement ci-dessus il résulte que (1 — 2)¥ Aresin(1 — #2) peut se
prolonger 4 une fonction holomorphe dans la partie droite du Iemniscate.
De plus on voit facilement qu’on a, en posant ¢(f) = (1 — )},

limp™ () = —c« pour n =1,
t—>1

ce qui entraine
limgf”(t) = —co pour n z 1
t—=1

On sait que la fonction

1 1 t L
g2(DH(1— 2% = —(7 - Arccost) —— (1 — 12) ®
7 27

est intégrable sur [-1,1].
Il nous reste de trouver le développement de g2 en série de polyndmes
de Legendre dans deux dimensions. Le développement est donné par

o] N

el £

2 ~

N(2,n)anpn(2, t),

ou
1

an = fpn(Z,t)gz(t)(l — 2y bt

-1

Si on pose t = cosf pour 6 €[0,7], les calculs sont faciles parce que pa(2,
cos ) = cos(nfl), et on trouve

-1
a0 = 1l,a1 =0 et ap= -~ — our n z 2,
¢ ' "T D@+ P
donc
[|eoa ] N(2,n)

- ®0)

n=2
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ce qui montre le théoréme pour ¢ = 2. D’ailleurs |wi]]/ ||ws| = 1/7, et
N(2,n) = 2 pour n = 2.

Dans ce qui suit nous allons utiliser Ia représentation suivante:

Pour n z 1 on a

(1 — 2% (e~ Arccos ) Pu(t) + Qu-1(1)

(ny _
g2 = (1 _ tz)n~—1

(6)

ot Py et Qn—1 sont des polynémes de degré resp. < n et £ n—1. En oufre
Pp(1) =+ 0.
Ceci s’obtient par récurrence sur n. Pour n = 1 on a

27

: ) 1) 1
ga(t) = (1 = 2" (z — Arccos t)(— —t) +—,
T
‘ /

ce qui montre I'assertion avec Pi(t) = —ifn et Qu(t) = 1/2xn. Supposons que
I'assertion soit vrai pour un n; il en résulte que

98" (B =
ol nous avons posé
Py or(t) = (20— 1) (P (8) + (1 — ) PL(1),
Qu(t) = Pu(t) + (1 = 1) Qp1(D) + 2(n — 1) 1Qy 1 (D).

Par conséquent P,+1(1) = (2n — 1)Py(1) + 0, et I'assertion est démontrée.
(b) Le théoréme est vrai pour gs.
L’expression qui définit g3 peut &tre utilisée dans Vintervalle ]— oo, 1],
et y représente une fonction indéfiniment dérivable, donc

(1 = ) ¥z = Arceos ) Py 1(8) + Qu(f)
(1-&yn )

I

lim ¢g{™(¥) existe et est finie pour tout n = 0.

t—>-—1

I1 est évident que

\
<

g3(t) » —o0,  (1-0fgs(t) = 0 pour tout ¢

quand ¢t - 1. De plus on a

’ \ t
g3(t) = log(1 - ) T +4 —log2 > — oo,

C(a-Da-1 -

g5” (1) = Tty

quand { — 1.

—co pour n = 2,
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11 est facile & voir que ga(?) (1 ~ t2)~‘12 est intégrable sur [—1,1].
Le calcul du développement de g3 en série de polyndémes de Legendre
ordinaires est facilité par la formule de O. Rodrigues (cf. [15] p. 17)

30 - D"V - ey
Pu(3,0) = <M>«1t>}

270!

Le développement de g3 est donné par

[leoz]| .
g3 ~ —— N(@B,n)anpa(3,8),
Hw3|\é-?6
o ezl .
ol m =+ et N@3,n) = 2n+1, et on
w3
v = \gscopncstar = "\ goco 4 Gt ey
t) B 27nl | dt '
-1 -1

Nous allons utiliser I'intégration par parties n fois. Les termes

d n—7ji—1 t=1
[géf)(t)<&}) {a- tzyz}} pour j=10,1,---,n—1
t=

-1

sont tous 0 d’apres (7), car
d =1

est égal & (1 — #2)’*! multiplié par un polynéme en f. Par conséquent on a

* -

an gs" (1~ )yrdt,

YT

i
Le

et un calcul facile découvre que
-2

a =1l,a1 =0 et ap = ————
° ! " (n-1)(n+2)

pour n = 2,

donc g3 posséde le développement désiré (3) pour ¢ = 3.
(¢) Le théoréme est vrai pour g4, q = 4.
La formule de récursion (5) entraine pour t € ]—1,1]
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3 (@—olg))
g, (D) = agt + Z byn t"g&"&)(f) pour g > a(q), (8)
=0

ou «(g) doit &tre 2 si ¢ est pair, et 3 si ¢ est impair. Dans (8) on a aqz R
et b,, > 0 pour n = 0,1, -+, 4(¢ — a(q)). D’aprés ce que nous avons dé-
montré sur gi”(t) et g (1), on voit facilement en vertu de (8) que les as-
sertions (i), (ii), (iii) du théoréme sont vrais pour ¢ = 4, sauf peut-étre la
relation

lim(1 - D () = 0 pour & > 0,q = 4. (9)
b1
Si g est pair, il suffit selon (8) et I'identité lim, ,,g2({) = —1/2x de

montrer que

Hm (1 — t)';(q73)+€g§”’)(l) =0 pour &>0 e n=1,-,%g-2).
t—1

Utilisant (6), nous voyons que

_ t)’é((I—3)+Eq(n)(t) _ (1 _ t)%(Q—Zwv—l) + & (7177_ tZ)_"z (75 — Arccos I)Pn(t) + Qn—l(Q’
72 (1 +nHr-t

ce qui tend vers 0 quand { - 1, parce que n = (g — 2).
Si g est impair (donc g = 5) il suffit selon (8) de montrer que

lim(1 — a3 +e Yy =0 pour & >0 et n=0,1,---,3(q — 3).
93 I z(q

t—=1

Ceci est une conséquence immeédiate de (7).
Choissisons ¢ € 10,4[. Pour ¢ = 4 nous écrivons

@-3
tZ)%(Q—ZL): g.(H) (1 :Vtz)z(q Ve

g (DA - a- tz)%+£

et d’apres (9) le numérateur est une fonction continue sur l'intervalle [—1,1].
Comme (1 — {2)~%~¢ est intégrable sur [ 1,1], on conclut que (iv) est valable.

Il nous reste seulement de démonirer que g, a le développement (3)
pour ¢ = 4. Cela va étre démontré par récurrence sur ¢ a U'aide de la for-
mule de récursion (5). Nous aurons besoin de plusieures formules entre
les polynémes de Legendre de différents degrés et dimensions. Les voici:
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Nr. 6
(4= Dpa(@?) = a(n+g-2)py1(g+2.0.
(rn+q-2)(1 —)p,_1(qg+2,t) = (g -1)p,_1(q, 1) — (g - 1)ip,(q, ).
np, 1(g+2,8) = (+q—Dip,(g+2,8) ~(q - Dpys1(q.b).
@n+ @Qtpyi1(q. ) = (n+q—-1D)pya(g, )+ (n+1)p,(q. D).

Ces formules sont des cas particuliers des formules analogues pour les
I 2 Iy
polynoémeés de Gegenbauer C}(f), puisque

11+q—3_1 L2 i )
pa(q.t) = . C; ()  (cf. [15] p. 33).

On trouve ces formules analogues dans [14] p. 282 sous les numéros (4),
(10), (3) et (8) dans le méme ordre comme ci-dessus. Nous allons en déduire:

Si on multiplie ceci par { et additionne (1 — 2)pa(g + 2,t), on a

LEMME 3.4. La formule suivante est valable:

(¢~ Dpalq+2,0) = (1 =) (palq + 2,8) + tp,(g + 2,1))

ﬁl i
g DP(@D (@ Dpusa(@.0). |

an -+

Démonstration: D’apres («) et (f) on a

(1= ®)p,(q+2,t) = np,_,(q +2,0) - ntp,(q +2,0).

(1 = (p,(g +2,1) + tpy (g + 2,0))
= (n+1)(A - )p,(q+2,1) +nip, _1(q+2,0) — np,(q +2,).

Donc le membre gauche G de la formule désirée est égal & |

G -

(n+q—1)p,(q+2,8) = nip,_1(q + 2,0) = (n + 1)(1 — #)p,(q + 2, 1).

In vertu de (y) on a

—ntp, 1(g+2,t) = (¢ - Ditp, (g ) —(n+q—1)p,(q+2,0).

Si on substitue ceci dans l'expression de (, on obtient

D’aprés (f) avec n remplacé par n + 1 on voit que

G=(-2)A-®)p,(q+2,) +(q~1)tp, (g, 1.
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(n+q-1)6G=(¢-2)(qg-Dpalg.t) + (0 +1)(g = Dipnsr(q. D),
et en appliquant (§) sur le terme dernier, on trouve
@n+g)(n+q-1)G = (n+q-1)(n+1)(qg~ Dpnr2(g.t)
(g -D(n~q-1)p,(q0,

ce qui montre le lemme. /
Supposons que g, posséde le développement (3), c’est-a-dire

-1
; — 9 1n+1,
an(@) = [ ga(Opae. (1 - Bpu=9dr = 1" (- D)+ q - 1)
-1 0 sin=1.
Nous allons démontrer
+1
o ad —
an(q +2) = fgq a(Dpalg + 2,01 - 2Re-Dat =8 (n—1)(n+q+1)
0 sin=1.

D’apres la formule de récursion (5) an(gq + 2) est la somme des expressions
A’n, B‘n CI: Cn, Otl

1
1)2 S t)Pﬂ g+ 2,01 - t2) @1t
-1

1
g+1¢(
Bu =\ ge(Opalq + 2,0 (1 - )b
q -
-1
1 J 0 sin +1,
+1 .
Cp — q ”wq+1H \f n(q+2’t)(1_t2)—5'!(qfl)dt = g+1
(1+2||wq+2“ l oo sta=1..
-1 (9+2)

Ce dernier est tiré des formules (11), (12) et (13) du chapitre 2.
Soit n = 0. L'intégration par parties dansiAo donne

et

g+1 ’ ,
Ao = T 1y 9a(D(1 — g (1 - 12)x@=3) dt,

-1
puisque
Mat.Fys.Medd.Dan, Vid.Selsk. 37, no, 6. 3

(10)

(1D
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Nr. 6
[g.(DH( — 2ys@-nje=1 _

(a2
D’aprés (13) chapitre 2, et (10) on a

1
+1 R
fo- quam(q, H(1 - et
q-1,
—1

- -1
De la méme maniére on obtient

=

i1
Be - 1

|
Le

7 (D (Po(q, D) — p2(g, (1 — B)Fe=Ddt = 9
donc ay(g +2) =

Ao+ Bo + Co

Soit n = 1. Des calculs analogues et faciles monirent que ai(q + 2)
Soit n = 2. L’inté

} = 0
2. L’intégration par parties dans 4, montre d'aprés (12) que

i
" _<3+I> quo(l—ﬂ)zq {q(L - B)puly +2,0)
-1

+ (1= ) p,(q+2,0) — (¢ — Dpalq +2,0)}dt

1
+1

An+Bn: 7 S

-1

—1)2 (H(1 — 2)5@=-3 Dy () dt,

oll nous avons posé

Da(t) = (g = D)pa(q +2,8) = (1 = ) (palq + 2,8) + Ip,(q + 2,1)).
D’aprés le lemme 3.4 on sait que
g—1 .
Dn(t) = *nwfq((ﬂ +q-Dpa(q, ) +(n+1)pas2(g.5)
d’ou
g+1
An, + Bn = “""—"‘—((Il -+ q
(¢9-1)(2n+q)

Si on utilise (10), on trouve

= Dan(g) + (0 +1)an+2(9))-

+1
Ap+ By = — —— 7

(n—l)(n+q+1j
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et comme n = 2 entraine G, = 0, il en résulte que

A [ T TR IS

et Ie théoréme 3.3 est complétement démontré. |

La fonction gq est le noyau de Green de Uopérateur D, et elle est appelée
le noyau sphérique dans q dimensions.

De la formule de récursion (5) nous pouvons tirer une expression directe
de gg. Si g est pair, on trouve

— D, Fa—2) 3e—9
ga(t) = (q‘”Z—OIH a1l {(n ~ Arccos £)(1 — )% 3 ap(1 -2y * + tkzl br(1 — )~ %+ th‘
¢ =

et si g est impair, on trouve

go(t) = (q%”({{q‘lu {1 + tlog(1 — ) + (g — 3)2(33)(115(1 S EQf}‘.
Wq k=1

Evidemment on peut établir des formules de récursions entre les coefficients

paraissants. Nous préférons de donner les formules explicites pour g, dans
les cas ¢ = 2,3,4,5,6:

It

g2 (1) 1;{(% — Arccos £)(1 — £2)7 — 4 £},

gs(t) = 1+ tlog(1 — 1) + (% — log2) 1.

ga(t) = z{(n — Arccos ) (1 - 22) (1 — 2y~ % + 1 £},
gs(t) = 3(1+tlog(1— ) — (1 —t) 1+ (28 — 3log2)t.

5 .
gs(t) = P {(7 — Arccos 1) (814 - 1242+ ) (1 — 2% — #(1 — 2y + ¥ 4},
4

§2. Quelques propriétés du noyau sphérique £,

PROPOSITION 3.5. Le noyau sphérique g, remplit:
(1) Pour tout a € £y on a au sens des distributions

Di {ga(a- &)} = Jog_al0e— D22l o (13)
: ol
3*
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ot 8, désigne la mesure de Dirac au point a, i.e. la mesure de masse 1 concen-
trée dans a.
(ii) Dans U'intervalle |-1,1] le noyau g4 salisfait & Uéquation différentielle
g — 1) lleog-1]l

(1= B0 = (@ D1 + (g - Dygg(ty - = =Tl g

Démonstration: (i) D’aprés 2.7 on sait que gy (a - ) € LLL,), et selon les
théorémes 2.12 et 3.3 son développement est donné par

e logllf X (g - 1N(g,n)
D g\ gD g - 1

Par conséquent on a

Dyige(a- 9} ~ ””qq||1“< ZN(q,n)pn(q,a 5))

La mesure de Dirac d, posséde le développement

“ H Z N(q.n)pa(q,a- &),

done Galn =
Di{ge(a- 5} et [jwg-1][ds ~ qJI?&i'l’”a &
E l|ewgll

ont le méme développement, ce qui entraine le résultat en vertu de 2.13.
(ii) Par restriction & I'ouvert £, {a}, on déduit de (13) I'équation de
distribution suivante

s 1
(f&]; +(g— 1)).%(61 & = _atg =Dl '1Ha <&, (15)

[leogll

car , induit la distribution 0 sur Q,\{a}. Cependant la fonection & 1+ g )
est indéfiniment dérivable sur 2, \{a}, done (15) est une équation ordinaire
enfre des fonections. Posons

E=tla+(1—1)iy, ou te]-1,1] et nERy-1 = {nellan =0}

Alors gg(a-§) = go(t) ne dépend pas de #, et (14) résulte de (4) de la proposi-
tion 2.6. /

LEMME 3.6. L’équation différentielle homogéne sur I'intervalle |- 1, 1]
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@2 g-1.d q-1

< £ — 0, g—23-- 16
a2 1-pg'dat 1-g 9 (16)

a deux solutions indépendantes t el gg(t) telles que gs(f) = (1 — #2)F, tandis
que pour ¢ 2 3, on ait gy(t) - o quand t - +1.

Démonsiration: Dans le cas ¢ = 2 on voit immédiatement que ¢ et g2(1)
= (1 - )7 sont deux solutions indépendantes de (16). Dans le cas ¢ = 3
on sait que ¢ et

¢
pe(t) = lf (1~ w2yt -0 dy,
to

ol fp € ]0, 1], sont deux solutions indépendantes de (16) sur ]0,1[. Si on
développe la fonclion qu’on intégre en série entiére, on trouve

3 117 1- — 7
pe(t)y = =1+ k(to)t + §1<~( . Q));:_I:)_I_tzn, (17)

ou k(1) est une constante dépendante de #y. La série entiére est convergente

pour [{| < 1, donc la formule (17) donne une solution de (16) sur tout
Pintervalle |—1,1]. Puisque

(;<1—q) (- G@-3+D G-+t 1
n 2n -1 n!(2n-1) T 2n-1’

\

on voit que @¢(f) - oo quand ¢ - +1.

A Paide des solutions f et gu(t) de (16) on sait trouver une formule
explicite pour la solution g, de (14). On trouve

¢ s
-1 _ *
- q(%)”#ﬂtg §2(1 - s2)F0-0 f u2(1 — u2) @-3 du | ds.
Wy .

o -1

9e(t) =

Les limites inférieures —1 et oy des intégrales sont fixées par les demandes
que gq soit régulitre au point —1 et que

1 .
ftgq(t)a ~ )9 gf - 0.
-1

Dans la théorie du potentiel sphérique nous aurons besoin de quelques
lemmes sur g,.
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LEMME 3.7, Soient gy(t) = go(— t) et he(t) = go(t) + go(t) pour
te[—1,1]. Alors he()/t est une fonction décroissante sur 0,1[ pour q¢ = 2.

Démonstration: Comme g, satisfait & I’équation différentielle (14), on
voit que g, satisfait a

(1 =) (g (D - (¢ - DG (D) + (g = 1) ge(t) =
et par 'addition & (14), on obtient

9(q ~ Dllwq-1l
[lovgll

>

(1-)h,/ ()~ (g - l)th;(t) + (g —Dhe(t) = 0 pour te]-1,1],
d’ott \?
(1—82)h, (1) = (g~ 1)t2<]i—q§l—)) pour te]o,1[.
Il en découle:

Pour que h;(t) soit décroissante sur [0,1], il faut et il suffit que l (18)
h, (D[t soit décroissante sur 0,1][.

Dans la méme maniére comme ci-dessus la formule de récursion (5)
donne la formule suivante pour hy:

q+1

hgsa(t) = ( ,,_,,.;_l)zt] (D + —hq(t) pour fe|-1,1],
d’otr
1 ¢ +1 he(t
l,qit,z,,( ) _ . q 1)2 hy(£) + 7> qu ) pour (e ]0,1{. (19)

Le lemme résulte maintenant par récurrence sur g. On trouve
ha(t 1— #2) hs(l 2 1-1
() (L= B 2 1o
t t t t 1+1¢
qui sont décroissantes sur ]0,1[. D’aprés (18), (19) il est évident que la
décroissance de hg(t)/t sur ]0,1[ entraine celle de hy42(t)/f sur 10,1]. /
LEMME 3.8. Le noyau sphérique qq vérifie
_ ge() [ 1 s og=2
lim : .
11 g 212 ~1) l2q_3 si gz 3.

Démonstration: Comme lim,_, ;92(t) = —1/2x, D'assertion est évidente
pour g = 2. Par contre, le lemme n’est pas évident pour ¢ = 3 parce que
go(f) - — oo quand £ - 1.
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Si ¢ est pair, ¢ = 4, on a d’aprés (6)

0 si0=ns=3qg-4),
Hm (1 - t2)%(f1—3) gém(i) — l (q

IA
s

1 |72Pa(1) si n = §(q-2),
et
' 0 si 0= L(q—4
Hm (1 — 2)2e-3 g™ (242 ~ 1) = J ) #(d-4)
1 |wPa(1)227% si n = §(q - 2).

Iin vertu de (8) on trouve

hm ga(1) = 7Pa(1) = 97-3

11 9a(22—1)  aP,(1)237¢  °

Si ¢ = 3 le lemme résulte d’un calcul simple.
Si g est impair, ¢ =z 5, on a d’apres (7)

0 si 0 2 n = 4(q-5),
111n(1 — t)'s(q 3) (")(t) _ J ‘ H(q )
s |- (g =91 sin = 4(q-9),
el
0 si 0= n=3(qg—5)
lim(1 — H2@-3 g™ (242 - 1) = J ' 1(¢ —5)
1 |- (2g —2)122 ¢ si n = i(q - 3).
Par conséquent on a d’apres (8)
¢ C(lg—3
lim— QQ() = 1(2qr 5ie = 2!1—3./
t—>1 gq(‘)tz~1) - (Gg—-5)12%7¢

COROLLAIRE 3.9. Soit ¢ =

2. Il existe deux constanles positives Ay et
By, et un ty £]0,1 tels que

gq(H) + Aq = Bgge(s) ©(20)
our
! () e[-1, 12| (< t) v (t > tg n s = 22— 1)},

Démonstration: Naturellement le corollaire dit seulement quelque chose
d'intérét quand ¢ z 3, parce que gz est continue sur l'intervalle [—1,1].

Soit ¢ = 3. Nous savons que g{™(#) »~ — oo, si n = 0, quand > 1, et
par conséquent g,(t) est négative ct décroissante, dés que ¢ est suffisamment

voisin & 1. Soit B, une constante telle que By > 2772, D'aprés le lemme
3.8 il existe un t; € ]0, 1 tel que:
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(x) gq est décroissante et négative sur I'intervalle [21‘; -1,1].

. g9q(D)
(8) Pour { €[t, 1], on ait 5;((]221‘(2_*1) < By.

Comme g, est semi-continue supérieurement sur [—1,1] il existe un M > (
tel que
ge(1) = M pour [e[-1,1], (21)

et comme gq est continue sur [—1,#,] il existe un A, > 0 tel que
go(t) + Ag = MB, pour te[—1,t,]. (22)
Nous allons démonirer que
ga(l) + Ag = Bggq(s),

pour toutes (f,5) dans I'ensemble indiqué.

L’assertion est vrai pour f = s = 1 parce que go(1) = — oo.

Sitelty, 1] et s 2 222 -1, on a d’aprés («) et (B)

ga(22 1) < 0 et gqo(t) > Bgge(2t2 —1) = Byge(s),

et par conséquent

ga (1) + 4g > gq() > Bqgq(s).

Enfin, si te|[-1,4] et se[-1,1], on a

quq(s) = Bql‘l = gq(t) +Aq,
en vertu de (21) et (22). /

Chapitre 4
LA THEORIE DU POTENTIEL SPHERIQUE
§ 1. Fonctions harmoniques dans 24

Par fonctions harmoniques dans une variété de Riemann on entend le
plus souvent les solulions f de I'équation de Laplace A%f = 0, ot 4% est
l'opérateur de Laplace-Beltrami. Ce que nous allons appeler les fonctions
harmoniques dans £, seront les solutions f de I'équation

(45 4+ (q-D}f = 0,

autrement dit, les solutions f de I’équation Dz"f = 0.
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I est possible de caractériser les fonctions harmoniques par des pro-
priétés de moyenne. Nous préférons de commencer de cette maniére.
Pour a € £, et p € ]0,4x| on pose

Cla,0) ={feyla &z cosp}, S(a) ={EeQyla-& = cosp},

et on appelle C(a,g) et S(a,p) le disque sphérique et le cercle sphérique de
centre a et de rayon sphérique ¢. Le disque sphérique C(a,0) porte la mesure
wq, et a la masse totale

1
m(e) = wq(C(a,0)) = llog—1]l j (1 - eyba=9dr, (1

cos g

Le cercle sphérique S(a,0) est une sphére de dimension ¢ — 2, de centre
acosp et de rayon sing. Il porte la mesure de surface o, donnée par

g -
da,(n) = sin? ngwa( - ) (2)

sing
Elle a la masse totale {jwg—1fj sin?™ 2,
Soient w un ouvert de £, et f: ® - R une fonction continue, et soit
C(a,p) € o pour un g € ]0,ix|. Noterons %?(a) la moyenne de [ sur le
cercle sphérique S(a,0), i.e.

'ﬂg(“) = (qu—ylHSinq’ZQ)‘l f f(£) doy (&), 3
et poserons S (a, 0
1 iy
A3(a) = [log—1| f(§)dwg($). (4)
wg -1l )
Cl,0

Done quwlllm(g)‘lyiﬁ’(a) est la moyenne de f dans le disque sphérique
C(a,0). Les expressions (3) et (4) gardent leurs sens, si f est seulement
semi-continue dans w. On voit que

1 ]
ag@ = 1\ Facose s nsinoydon 1), )

a-n=20
et que
1

4
e (a) = f(l — 12): @ RS (gt = J‘sinq’zuﬂ}‘(a)du. (6)

cosQ 0
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Dans les applications il est important d’observer qu’on peut considérer
la moyenne //ZJ@(a) comme une moyenne sur le groupe O(gq,q), le sous-
groupe des rotations de O(q) qui laissent «a fixe.

Soit u la mesure de Haar normalisée sur le groupe compact O(q,a), et
soit £ un point de S(a,0). L’application € (S(a,0)) - R, donnée par

v | paddua),
0a, @)

est une mesure positive sur S(a,p). Cette mesure est invariante par rapport
au groupe 0(q,a), et a la masse totale 1. Done, elle satisfait aux conditions,
qui caractérisent la mesure de surface normalisée ¢ — ,/%;Cf')(a) de S(a,0), et
nous avons démontré le lemme suivant:

LEMME 4.1. Quels que solent a € 24, g€ 0,in[, & € S(a,g), pour toute
@ € €(S(a,p)) on ait
| reducsy - g,
Olg, a)

Evidemment ce lemme est valable non seulement pour les fonctions
continues, mais aussi par exemple pour les fonctions semi-continues.

Soient f € €(£2y) et ¢ € ]0,3x]. On désigne par 44 la fonction a > .#%(a)
de £2; dans R. Elle est continue. Par f-» .#¢ on définit un opérateur linéaire
continu dans €(£2,). Plus tard nous aurons besoin de savoir qu’il est symé-
frique; ¢’est-a-dire qu’on a:

LEMME 4.2. Soient f,g € €(£2y) et ¢ €]0,%n[, alors

[#2© g don) = [ Fo).42(&) doa(e).

2, Q

hED

Démonstration: Remarquons d’abord que si fe €(82y), a € {24, I'applica-
lion Y
1
o st = b\ e
; llong -1l .
’ Cla. 0

est dérivable avec la dérivée continue

sin? 2 0.9 (a).
Ensuite posons

Ky = {(&m) e 29|& -9 z coso}.

I




Nr. 6 43
Grace au théoréme de Fubini pour la fonction

(&) > 1 (5, (E) g ()
de £2, x 2, dans R, on obtient *

[{r® [ gdotn)ange = [(gon [ f&doa(®))dogn.

Q, cé, o Q, ¢ .0 '

Selon l'observation ci-dessus on peut dériver cette équation sous le signe
d’intégration par rapport & g, donc

| @) sint=20. 08 (& dung (&) = [ g(n)sint™ 0.4 () deog (),
(o 2y

ce qui prouve le lemme. /

On voit sans difficultés que le lemme 4.2 est encore valable pour des
fonctions semi-continues.

11 est important pour la théorie du potentiel sphérique d’avoir un théo-
réme qui montre que D;‘ f(a) est déterminé par les moyennes %? (a). Voici
un résultat trés précis.

THEOREME 4.3. Soient @ un ouvert de Q, f € C¥%w). Pour tout point
acm,ona

. 2
Dff(a) = lim % (M2 (a) - cosaf(a)),
=0 sin?g

uniformément dans a sur foul compact = de w.

Démonstration: Nous prolongeons f par homogénéité positive au cone
ouvert K, = {1£| A > 0,& € o} de base w et de sommet 0, i.e. nous définis-
o fiK,~R par [Q& = if(&.

Alors f e C2(K,).

Soit # un compact de w. Il existe un go € |0, {n| tel que pour o = g,

a € x, on ait C(a,p) S w. Posons

A ={(a,m)ePlacx an =0}

IA

Gréice a la formule de Taylor, pour (a,n) € A, g < go, on a

f(acosp + nsing) — f(acosg) = } @

df (acosg; nsing) + Ld?f (acosg; nsino) + sinpx(a,7,0),
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o a(a,n,0) - 0 quand p — 0, uniformément pour (a,%) € <. Fixons «a € x,
et introduisons une base orthonormale e1, - -, de R? telle que a = g;. Si
le point x € K,, posséde les coordonnées wxj,---,x; dans cette base, nous

écrivons - »
[(x) = [(21," -, xg)-
Alors
¢—1
: . . af
df (acosp; nsing) = smgza—— (acospe)(n-¢p),
X
i1
et
g-1 .
oF . : a2f
d?f (acosp; nsing) = sinZp z (acose)(n - &) (n - &).
Bxiax]-
1,7=1

Pouri=1,---,g—-1ona

3

[ g 1

1 ' 1 * 8ij
(n - &)dwg1(p) = 0, —— (&) (7 - &5)dwg -1 ()= P
pet o _

-1
7a=0

donc, en formant la moyenne sur #-a = 0 dans (7), on obtient

g—1 .
sin?p 0%f

J!g (a) — f(acosg) = 2”@»:—15 (#z;(a cosp) + §sin2pf(a,0), (8)
=1
oll nous avons posé
1
fla.0) = = S a(a,7,0)dwqg - 1(7). (9)
log-1ll
Nn-t=10

On voit que f(a,0) -~ 0 quand ¢ - 0, uniformément pour a € x.
La droite {Aa |4 € R} est décrite par {(0,---,0, x) | x4 € R}, et puisque

f(o» ' .’U:"'CGZ) = fo(a)

pour x; > 0, on conclut que

o2f o2f
aTcz(acosg) = 8x3(0,' -+,0,cos0) = 0.
Par conséquent (8) s’écrit
sin? -
M2(a) - cosof(a) = ® A (acoso) + isinof(a o).  (10)

2(¢ - 1)
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D’aprés (3) de la proposition 2.6 on a

r q -1 1 * p
Aqf (acosg) = cos (@) + ——A,1(),

et par suite

2 (8 (a) - cosof (a) ~ — (f(a) + 1A§f<a>) PR, (1)
sin?g cos o qg—1 _
d’ol N
Dif(a) - S";’Q@ (M) ~ cosef(a)) — cosop(a, o), (12)

ce qui entraine le théoréme. |
Remarquons que le lemme 4.2 et le théoréme 4.3 enftrainent (5) de la

ops ¢ 4 , E3 . . , . e .
proposition 2.6 avec A, remplacé par D), et par conséquent aussi (5) lui-
méme.

DEFINITION: On dit qu’une fonction f: w - R définie dans un ouvert w

de £2¢ est harmonique dans w, si elle est continue, et si elle vérifie les condilions
équivalentes:

(1) Pour tout C(a,0) = w ot p€]0,1n] on a
A3 (a) = cosef(a).
(ii) Pour tout C(a,0) € w ot g €]0,in] on a

sin?~ 1!

Ay =" @),

Que (i) entraine (ii) résulte de la formule (6). Inversement si (ii) est
remplit, et si a € w est fixe, on conclut que

sin?

¢ 1
jsinq“zuﬂ}‘(a) du = Qf(a)
0

qg-1

pour ¢ € ]0,00[, ol go = sup{p € ]0,4x[ | C(a,0) S w}, ce qui par dérivation
entraine (i).

PROPOSITION 4.4. Soit fune fonction harmonique dans l'ouverl w < £2;.
Alors f est indéfiniment dérivable dans w et D; f(a) = 0 pour tout a € w.

La démonstration de 1'énoncé fe C” (w) se fait exactement comme dans
la théorie classique, A 'aide de 'unité approchée (¢,)s c 10,17 de 2;. En vertu
du théoréme 4.3 il est évident que D,; f(a) = 0 pour tout a € w.
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La théorie des fonctions harmoniques s’achéve par la proposition in-

VETrse:

PROPOSITION 4.5. Soit w un ouvert de £y, et soit f € C:w) une fonction
felle que D:‘; f(a&) = 0 pour tout a € w. Alors f est harmonique dans o.

Démonstration: Soit a € w et posons
g0 = sup{e € ]0,4n[| C(a,¢) < o}.

Soit ¢ : €(a,00) - R la fonction définie dans l'intérieur de C(a,g0) par (cf.
le lemme 4.1)

M (a), si & +a,0 = Arccos(a-§).
b= [ randuay - |7
e o(l,a)f( Y lf(@ si & = a.

La fonction ¢ est de la classe €% dans 'ouvert C(a,g0), et en vertu de (6) de
la proposition 2.6 on a

Dip(® = | Do) = [ Diranancay =0, (19)
i 0@,

En outre ¢ ne dépend que de t = a-£, c’est-a-dire ¢ est constante sur
les cercles sphériques S(a,p) ot ¢ < go.

(a) Soit g = 2. Nous paramétrisons € (a, o) par (cosg, sing), ¢ €] — o, 0o[,
et considérons ¢ comme fonction de ¢. D’aprés (13) on a alors

9@ + () = 0, e<]-eo el (14)
et puisque ¢p(p) = ¢(—p) et @(0) = f(a), on obtient
¢(e) = f(a)cose. (15)

(b) Soit g = 3. Utilisons la représentation paramétrique de C(a,go)\{a}:
E=ta+ (1 -ty ou telcosgyl], n-a=20.

Alors d’apres (13), et (4) de la proposition 2.6 on a
d?p dg
(1 - tz)?jﬁ - (q - ])td7 + (q - I)Q)(t) =0, te ]COSQ(),I[,

parce que ¢ ne dépend pas de 7. Selon le lemme 3.6 il existe deux constantes
k1,ks € R telles que
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(p(t) = kit Thaye(t), te ]COSQQ, 1[.

Quand t + 1 on a ¢(f) - f(a), tandis que @g(l) - co. Il en découle que
k2 = 0, et que

(D) = f(@)t, te]eosgn,1]. (16)
Les formules (15) et (16) s’expriment

MG (a) = cosgf(a), o€ 10,00,

ce qui démontre la proposition. /
Soit @ un ouvert de ;. On désigne par K, le cone ouvert de base w et
de sommet 0, i.e.

K, = {A]4 > 0,éecw).

Une fonction f:w@ - R se prolonge par homogénéité positive & la fonction
/ : K, = R donnée par

F(A&) = 2 ().

Alors on a fe CP(w) si et seulement si f e C?(K,) pour p
et si fe C3(w) on sait que

0,1,-,c0

I

X -1,
Af ey =1 CUDf® pour 1> 0fc0.

|’ 0 dans w, si et seulement si 4,7

Done

1%

A1y

Dj/'] 0 dans K,,. (17)

Al

Résumons les résultats précédents dans le théoréme suivant:

THEOREME 4.6. Soien! « un ouvert de Qy, feC%(w). Les propriétés
sutvantes sont équivalentes a U'harmonicité de f dans w:
(1) Pour tout C(a,p) = o ot p €10, 4n] on a
A8 (a) = cosof(a).
(i) Pour toul C(a,p) = w ot p €10,4x| on «a

o sin? " to
: }(‘1) = _qfl f(a).

(iil) Pour tout a € w on a Dj f(a) = 0.

(iv) La fonction prolongée [ est harmonique au sens classique dans K,.
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D’apres le corollaire 2.15 les fonctions harmoniques dans tout £, sont
les fonctions Hy1 = {a+&|a € R4}). Dans un ouvert différent de 2, il v a par
contre plus de fonctions harmoniques que celles-ci. Par exemple dans
2, \{a, — a} on a la fonction harmonique & 1— gg(a-£), olt @, est la solution
du Jemme 3.6.

Remarquons que les fonctions harmoniques dans un ouvert connexe w
différent de £, satisfont aux axiomes de M. Brelot [5] comme démontré
par R. M. Hervé [13]. Par conséquent on pourrait compléter la précédente
par plusieurs théorémes, par exemple par le prineipe du maximum.

§ 2. Fonctions sousharmoniques dans Q24

DEFINITION: Soit @ un ouwvert de £2,. On dit quune fonction

f:ow =R U {- oo} est sousharmonique dans o, si elle vérifie les conditions
suivantes:

(i) La fonction [ est semi-continue supérieurement.
(ii) La fonction [ est localement wq-intégrable.

(iil) Pour tout C(a,p) < ® ot p € |0,4xn[ on a
cosof (a) = ME(a).

On dit qu'une fonction f:w - R U {eo} est surharmonique dans w, si
— [ est sousharmonique dans . Donc, une fonction fiw > R U {& oo} est
harmonique dans o, si et seulement si f est & la fois sousharmonique et
surharmonique dans .

Si f est sousharmonique il résulte de (6) qu’on a pour tout C(a,p) = w
ol o €]0,{m]

sin?"tg "
@ = @, (18)

Si on supprime la condition (ii), on appelle f sousharmonique au sens
large, et on monire — exactement comme chez M. Brelot [6] p. 22 ~ qu’'une
fonction sousharmonique au sens large est ou bien localement wg-intégrable

5

ou bien identique 4 — oo dans chaque composante connexe de w.

PROPOSITION 4.7. Soit w un ouvert de 24, et soit f une fonction sous-
harmonigque dans w. Alors pour fout a € w on a

. q -
lim ———
os08in? g

A7 () = f(a).
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Démonstration: Soient a € w, ¢ € 10, +x[. Nous savons que
1
sin? 1o ]
_— = f t(1~ )yze=3 gy,
q—-1

cos o

m(e)

[lwg - lH

f(1 2ya=3) g,

et par conséquent

log-1l = g=1 7 [wg-1l’

sg—1
m(@)coso o sintTe m(g)

done
(q-Dm) _ !

= Jgalisin® o = cose’

Soit k = f(a) = 0. Choisissons un § < 1 tel que k0 > f(a). Puisque f est se-
micontinue supérieurement, il existe un go € ]0,4@| tel que C(a,00) S et
[(&) < ké pour tout & € C(a, o). Done

gl . . _
71;((;)7 }((I) = ké

pour tout ¢ = pg, et par conséquent d’aprés (18)
—1)m Id
f()< Sq—)ﬁ,(—?)—kﬁé L_§kj

[lwg—1]|sin? "o cos

flo) =

s1nq 1o

dés que p = go et cosg = J. Puisque &k > f(«) était arbitraire, la proposition
est prouvée. Si f(a) <= 0 on procéde pareillement. /

COROLLAIRE 4.8. Soient f et g deux fonctions sousharmoniques dans un

ouvert w de Q4. Si f et g sont égaux we-presque partout dans w, ils sont iden-
tiques dans w.

Ce corollaire sera irés important dans la suite.
Nous allons démontrer un théoréme sur les fonctions sousharmoniques
correspondant au théoréme 4.6 (pour la notation cf. ce théoréme).

THEOREME 4.9. Soil w un ouvert de 9y, et soit fe C3(w). Les conditions
suwiwantes sont équivalentes:

(1) La fonction f est sousharmonique dans w.

(ii) Pour tout a € w on a D;f(a) = 0

(iii) La fonction fest sousharmonique au sens classique dans K,,.
Mat.Fys.Medd.Dan. Vid.Selsk. 87, no. 6. 4
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Démonsiration: De (17) on voit que (ii) est équivalent & (iil), et c’est
une conséquence immédiate du théoréme 4.3 que (i) entraine (ii). Il n’est
pas si facile de démontrer que (ii) entraine (i). L’assertion est un cas par-
ticulier de la théorie générale, développée par R. M. Hervé [13], pour les
solutions d’une équation @f -+ cf = 0, ot D est un opérateur dilférentiel du
second ordre, de type elliptique, et ot ¢ est une constante. L'idée de la
démonstration est d’utiliser le principe du maximum de E. Hopf, qui est
valable quand ¢ = 0. Dans le cas ¢ > 0 (comme ici) il faut procéder autre-
ment, soit par un lemme de D. Gilbarg et J. Serrin (cf. [13] § 34).

Cependant, dans notre cas simple, une démonstration élémentaire se
fait. Nous aurons besoin du principe du maximum pour les fonctions posi-
tivement homogénes et sousharmoniques dans RY.

LEMME 4.10. Dans I'hyperplan x4 = 1 de R? on considére pour k = 0
la boule

A

g—1
Bk’ = {Q'JEquxq = 1’ zm? = kZ}’
i=1

qui est la base du céne Cy = {Ax |2 = 0, x € Bg}. Soit F : Cx — R une fonclion
continue et positivemenl homogéne. On suppose de plus F e C2(Cx) et AgF(x) 2 0
pour fout x € Cr. SI F =0 sur la frontiére du cbne, alors F £ 0 dans Cy.

Démonstration: Soit (ur,---,u;-1,1) € Bx. Nous posons
flur,"ug-1) = Flu, -, ug-1,1),

alors f est une fonction continue dans By, et f € Cz(ék).
Il suffit de montrer f = 0 dans Bi. Si x € i alors x, > 0, et griace a
I'homogénéité de F on a

x Xy
xqf<;;,"', ’11> = F(x1, ", x). (19)
7

Lg
Un calcul facile montre

g—1 g—1
1 LL% 82f 1 Xg—-1 XiXj 62)” X1 Lg—1
Aalr, o ,m0) E(;;%— T R R R
7 T i q g . ] iI\Xyg Ty /

=1 ,7=1 ¢
i#7

etsiag =1, w = x; pouri =1, --,¢—1, la formule (20) se réduit a

g—1 ¢g—1
o2 02
AqF(:CL' . ',.’Eq—'l,l) =Z(1 + lliz)"]*;(lll,' N ',Uq—l) - Z (2272 TN f’*(lll,' - ',Uqfl). (21)
: alli 0113'611]'
i=1 f,i=1

)
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Nous sommes conduits & considérer I'opérateur dillérentiel L du second
ordre dans By, donné par
_ 2 . (O .
a1 02 14w si 1=].

L = Z 2543 : , ou ajy =
=1 8ui allj

'\ 1 115 st 7 4]

L’opérateur L est de type elliptique, et nous savons que Lf = 0 dans Bs.

Le principe du maximum de E. Hopf (cf. [12] p. 86) valable pour /, entraine

Pimpossibilité d’un maximum sans constance au voisinage, el puisque

f = 0 sur la frontiére de By, il en résulte que f = 0 dans Bg. |
Retournons & la démonstration du fait que (ii) entraine (i) du théoréme 4.9.
Soient a € w, C(a,g0) & . Nous allons démontrer que

cosgof(a) = M¥(a).

Sott ¢ : C(a,00) - R la fonction définie par

#(® = | Ao -

{c/%g(a) si & %+ a, p = Arcecos(a - §).
Olg, @

f(a) si & =a.

On voit que ¢ est continue dans C(a,g0), de la classe €2 dans € (a,00), et
que Dig = 0 dans ((a,00) (cf. la proposition 4.5).
Soit w: C(a,po) — R définie par
w(&) = (&)~

@ Err-,/l?“(a).
COS 0o
Alors o est continue dans C(a,00) et w Cz(é(G,Qg)). De plus on a v = 0
sur la frontiere de €(a, o), et D;‘lp = ngv = 0 dans C(a,go), parce que a- &
est harmonique dans C(a,go).

Soit §: K¢ 0y = R la fonction définie dans le cone

Kow,on = 17412 2 0,6 C(a,00)}
par P(A&) = Ap(§). D’apres (17) la fonction § satisfait aux conditions du

lemme 4.10 — ¢ est méme nulle sur la frontiére du cdne — et on y conclut

a- &
p(§) = —— A% (a) pour tout £ C(a, o).
COS 00
Posant & = a, on obtient 'inégalité désirée

cosgof(a) = MY (a). |
4*
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(Si on pose cosg = «-£&, on obtient

M) A3 (D)

< pour o€ 10,00,
cosg COS go

i.e. I'application
M
L@
cosg

o -

est croissante. 1l n’est pas difficile d’étendre ce résultat 4 toute fonction
sousharmonique.)

Remarque: Le théoréme 4.9 reste valable pour toute fonction f: w -~ RU {—oo}
semi-continue supérieurement et localement wg-intégrable, si on exprime
la condition (ii) en disant que Dq f est une distribution positive.

Nous n’entrons pas dans la démonstration, parce que nous n’utiliserons
pas cette extension du théoréme 4.9 dans la suite.

§ 3. Potentiels sphériques

DEFINITION: Etant donnée une mesure positive u sur 2,4, on appelle
potentiel sphérique de u la fonction S* = gq# u:2y ~ R U {— oo}. Pour tout
feyona

1 L]

SE(E) = - \gq(f- ) du(n)-
lleog -1 )
@

En vertu des propriétés de g, on a pour toute mesure positive u € .#1(£2¢):

(i) Le potentiel sphériqgue S* est semi-continu supérieurement. Dans deux
dimensions (q¢ = 2) il est méme continu.

(ii) Le potentiel sphérique S* est indéfiniment dérivable dans le complémen-
taire du support de u.

(iii) Le potentiel sphérique S* est wq-intégrable, i.e. S* € L1(2y). (Cf. la
proposition 2.8.)

Nous allons démontrer un théoréme sur la continuité d’un potentiel
sphérique. II est analogue au théoréme di & G. C. Evans et F. Vasilesco (cf.
[6] p. 49) valable pour les potentiels classiques. Notre outil sera le corol-
laire 3.9, qui nous permet de démontrer le Jemme suivant.
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LEMME 4.11. Soient u une mesure positive sur £4, » un compact de 2y
contenant le support de p. Pour un & € 24 on choisit un 1 € = tel que

Arccos(é-n) = inf Arccos(é- o).
Alors aeEx

S + Ao AL psen,

lleog -1l ~
Démonstration: Soit ¢ € ». Alors
Arccos(n o) £ Arccos(n &) + Arccos(é-0) £ 2Arccos(é- o).
Si Arccos(&-0) €[0,4n] alors ¢ = &-0c[0,1] et
s = 10 = cos(2Arccos(§-0)) = 22 - 1.

Done, d’apreés 3.9
ga(&-0) + Ag 2 Bgge(n-0). (22)

Si Arccos(é-o) € |, @] alors t = E-o0e[~1,0[, done t = £-0 < ¢ ({g du
corollaire 3.9), et par conséquent (22) subsiste encore. Puisque (22) est
valable pour tout ¢ € %, on obtient

[ 906 0oy + Al 2 Bq [ gar-0) (o),

d’on

Sy 1 4y

llog -1

z BgS*(7). |

THEOREME 4.12. Soient p une mesure positive sur g, x = supp(u)
son support compact. Soif P:x —~R U {— oo} la restriction de S* & .
Si P est continue en un point & € x, alors S est continue en &.

Le théoréme est sans intérét pour ¢ = 2, parce que tout potentiel sphé-
rique sur £2 est continu.
Démonstration: Soit g z 3, et soit P continue en &) € »x. Implicitement
P(&) = SH(&) est fini, c’est-h-dire gg(&,- ) est p-intégrable. On en déduit
ue .
1 {&o} est p-négligeable,

car il existe une constante k telle que g, + & = 0 sur [-1,1], d’ou

Ge(&g ) +k = — 111{50}(17) pour tout n €N,
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parce que gg(1) = — oo, Par conséquent on a
[ geCéo myduGn + kliull 5 — nu({&o})  pour tout neN,
oM
ce qui entraine u({&}) = 0.
Soit B un disque sphérique ouvert quelconque de centre &, alors on a

JouCamydun 0 et [duin) -0, (23)
B B

quand le rayon sphérique de B tend vers zéro.
Soient up et ues les mesures induites par u sur B et sur CB = QN\B.
Alors (23) s’exprime

Str(fo) > 0 et |lusl] -0, (24)

quand le rayon sphérique de B tend vers zéro.
Soit ¢ > 0, et choisissons B suffisamment petit pour que

SFa(Eo)] < & et sl < e (25)
Le potentiel sphérique S#r# est continu dans B. Puisque

S* = SHs o S/l(m,

Ihypothese entraine la continuité en & de la restriction de $”5 & x, donc
il existe un go € [0, 42| tel que
[S#2(&)] < 2¢  pour tout & e C(&, go) N x. (26)

A tout £ € Q, on choisit 5 €  tel que

Arccos(£+n) = inf Arccos(&- o).
=

Alors & e C(éo,300) entraine 5 e C(&,00), et par conséquent on trouve
d’apres 4.11
A
S9(E) = BeSa() - g 17 ‘€<2Bg+ f *’q“>- @7

lovg—1]| ~ erg—1]|

Puisque $## est semi-continue supérieurement en &, il existe un g; € 10, 17
tel que
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Stu(Ey < S#p(&) + e < 2¢  pour tout &€ C(&,01). (28)

En somme nous avons démontré:

Quel que soit ¢ > 0, il existe un disque sphérique ouvert B de centre &,
ef un gop € ]O,%n[ tels que & € C (&p,00) entraine |S*s(&)| < ie.

Par suite pour & e C(&p,00) on a

ISH (&) — SH(&)| = |SPer(E) — SHem(Ep)| + [$72(&)] + |1SH2(&)] < e,
]S:u('u(é‘) _ S‘LL('B(EO){ < 318,

si

ce qui est remplit dans un voisinage de &. La continuité de S$* en & est
démontrée. |

COROLLAIRE 4.13. Solent a € £y, o € 0,47 et 0, la mesure de surface
ordinaire sur le cercle sphérique S(a,g). Alors le potentiel sphérique S% est
continu sur £2,.

Démonstration: Nous supposons ¢ = 3. La mesure o, est invariante par
rapport an groupe O(q,a) (cf. le lemme 4.1), ce qui montre la constance
de 8% sur S(a,0). Cette constante est finie parce que

gu(B)(1 - i

est inlégrable sur [~ 1,1] d’aprés 3.3. La restriction de S% A S(a, o) est par
conséquent continue en tout point de S(a, p), ce qui entraine la continuité
de S%. /

Le noyau sphérique % 1-> go(&-7) est surharmonique dans louvert
{nefql&n > 0} et sousharmonique dans Pouvert {5 e Q&5 < 0} en
vertu de 3.5 et de 4.9.

Le noyau classique y— — |lv — y[* ¢ est sousharmonique dans tout
I'espace RY.

A cause de cette différence un potentiel sphérique n’est pas nécessaire-
ment sousharmonique, mais nous allons démontrer que cette défaut dis-
parait, si on considére seulement des mesures positives admettant 0 pour
barycentre.

LEMME 4.14. Pour tout g € ]0,4n] il existe une constante réelle k, lelle
que pour tout a,& € £y, on ail

MGy (@) ~cospge(éra) = Iyéra.

Démonstration: (a) Soit ¢ = 2. Ecrivons a = e et £ = € ot o, p € [0, 27].
Alors @& = cos(x — ¢). Le membre gauche de I'inégalité cherchée est



L1ga(cos(a — @ + 0)) + 3ga(cos(o — @ — 0)) — cospga(cos(o — @),
et en utilisant la formule
1
ga(cost) = —((7 — H)sinl — Lcosb)
x

on le réduit sans peine a
gsing
—=—-Zcos(a — @),

o

ce qui démontre I'inégalité, étant une égalité avec

(b) Soit ¢ =z 3. Pour des ae 2y et g €]0,1xn| fixes, nous considérons
la fonction de £, dans R donnée par

f = %SU (- )((1>.
Elle ne dépend que de a-&. Puisqu’on a
sin® " 9p

0 -
%gq (§ )((I) -

fleog 1]

\ go(§ n)day(n) = sin®~1pS%(&),
5@ 0 ~

on conclut que la fonction considérée est continue dans £, indéfiniment
dérivable dans £2,\.S(q, p), et 12 satisfaisant &

EH 0 Sinz—qQ &
Dy (MG . (O} = eon 1l ?q{gQ(£'77)}d09(77)
S (@,0)
_ tn2-¢ . —ql _
_ oo e \ (&-n)doy(n) = ,q|wL1”C£Qa5
llewgl . fleogll
Sta, 0)

en vertu de 3.5.
Par conséquent, si nous posons s = cosp, t = a- ¢ et considérons la fone-
tion f; : [-1,1] -~ R donnée par

[s(t) = MG, ¢y (@),

nous savons que f; est une fonction continue dans [—1,1], indéliniment
dérivable dans |- 1,s] et Js, 1[, et 14 satisfaisant a




(=B 0 (- D0 (g = DIl o)

lleogl

D’apres 3.7 on sait que —sg,(¢) et sg,(¢) sont des solutions de (29) dans
|-1,1][, donc tous les solutions de (29) sont données d’une part comme

—sgq(t) + c1t + cape(t), c1,c2 €R, (30)

d’autre part comme

sge(t) - dit + dagy (D), di,dz R, (81)

ol @qg est la solution du lemme 3.6. Par conséquent il existe des conslantes
c1,c2,d1,dz, € R telles que

fs(t) = —sgg(t) + crt + cag(t) pour {€]s, 1, (32)
fs(t) =  sgg(t) + dit + dagg() pour {fe]-1,s. (33)

Faisant { - 1 dans (32) et t -~ —1 dans (33), nous concluons ¢z — dz = 0
d’aprés les propriétés de fs, gq et @4, Faisant ¢ - s, nous obtenons

fs(s) = —sdg(s) + c15s = sgq(s) + dis,

- d = gg(s) + Jo(s) = hy(s)

avec la notation de 3.7, et il en résulte que

done

dit + the(s) — shy(t) pour s =t = l
[s(£) — sgq(t) = l 34
o) = 59a(8) ldlf pour -1 =t = 5, ] (34
ol
1
s (s 1 g -2l (*
a0 gy = I ey yien a0 - g
s {lwg -1l ,)
-1
La formule (34) montre le lemme avec k, — di, s = cosg et t = a-§&, parce

que 0 = s = f entraine the(s) — shy(f) = 0 en vertu du lemme 3.7. |

THEOREME 4.15. Soit u une mesure positive sur £2q admettant 0 pour
barycentre. Alors on a:

(1) Le polentiel sphérique S* de u est sousharmonique dans 24, harmon ique
dans le complémentaire du support de u.

(i) Au sens de distribution on «a D; S* = u.
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Démonstration: (i) Pour élablir la sousharmonicité de S$* il reste & mon-
trer la condition (iii) de la définition. Soient a € £, p € 10, 47[. Grace au thé
oréme de Fubini on a

1 L]
l( ) = \lﬁ@
st g -all,} %

24

)((1) di (),

re

et par suite

r
"%i«u(a) —cospS"(a) = g1l \{j{% €y (@ - cosggq(é-a)}d‘u(f)
gl )
2
k, ('
¢ Na-gdud) -

T lewg-alf,
O

sS4y

a cause du lemme 4.14. Nous avons déja observé que

e (2 supp (),
et si £ e Q, supp(n) on trouve

o 1 ‘e s
DiS(E) - Didgae miducn) = ~ T\ enducy) -
llwg-alf ) ol
supp (1) Supp (40

ce qui par 4.6 entraine I'harmonicité de $* dans le complémentaire du
support de u.

(ii) Soit u ~ > _ S, le développement de p en série de fonctions sphé-
riques. Le barycentre de x est 0 si et seulement si S = 0. D’ dpl ¢s 2.12, 2.14
on sait que D St = Dy (gq =) ale développement Sy -+ S 8S,, Lgal a celul
de u, done u = D S

La proposition suivante esl une généralisation du théoréme 4.9.

PROPOSITION 4.16. Soit T € £'(£2y) une distribution sur Q4. Les con-
ditions suivantes sont équivalentes:

(i) La distribution D; T est positive.

(ii) La distribution T est une fonction sousharmonique.

Démonstration: Nous montrons d’abord que (i) entraine (ii). D’aprés
2.3 on sait que D;’: 7' est une mesure positive, posons u = Dq T.Soit T~37_ .S,

le développement de la distribution T en série de fonctions sphériques.
Alors u a le développement
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Z <n—1><n 9-Dy

n=20

Dans ce développement le terme avec n = 1 est égal 4 0, donc u admet 0
pour barycentre. Par conséquent le potentiel sphérique S# de u est sous-
harmonique dans £,, et comme Sy est harmonique, S* + S1 est de méme
sousharmonique dans £2;. Puisque $* + §; a le méme développement comme
T, on sail que T est égal & la distribution définie par $* + 81, i.e. T est une
fonction sousharmonique dans ;.

Ensuite, soit 7 une fonction sousharmonique dans £,. Nous allons
démontrer que Dq T z 0. Si T est de la classe (2, I'assertion est déja prouvée
(4.9). Dans le cas général nous nous servirons du procédé de la régularisa-
tion du chapitre 2. Soit (¢;), c1p,1; Une unité approchée de £, alors nous
avons pour tout a € £y, o € 10,1n]

M (@) = @ MG (a), (33)

car, grice au théoréme de Fubini on a

s 9—g C
My (@) = 9\( )

s

@ (&) dGQ(fS))dwq 1)

g [P )
o, S (@, 0)
- ‘;i(m) \ puta C)dGQ(C))dwq(ﬁ) - =\ T, G,
g1 \ , Joa-ll,
D‘l S(ns Q) Qu

et & 'aide du lemme 4.2 on conclut

1 o
Mppor(@ = &«/ﬂ%mmw-mdwq(n) = @ 5 MG(0).

_(_)'1

La formule (35) entraine la sousharmonicité dans £, de la régularisée
v, = T, parce que
] 4
Myen(@) = 1 Nowa sty dontn
a—1
2,

1 ]

z g1l \%(a-ﬁ)cos@ T(n)dwg(n) = cosop, = T(a).
a-1ll,
£,
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Comme ¢, =T e C”(Ly) nous savons que Di(p,=T) z 0, et en faisant
¢ = 0, nous obtenons que D; T = 0./

Voici le théoréme analogue au théoréme de représentation de F. Riesz
dans la théorie du potentiel classique.

THEOREME 4.17. Quel que soit la fonction sousharmonique [ dans Oy,
il existe une représentation de f et une seule comme

[(&) = S5 + h(d), £efy,

olt S* est le polentiel sphérique d’une mesure positive p admettant 0 pour
barycentre, et h est une fonction harmonique dans 4.

La mesure u est appelée la mesure associée a f, ef on a p = DZ’/" au sens
de distribution.

La fonction h est appelée la fonction harmonique associée a f, et on a
h(&) = FL(f)-& on L(f) est le point de R? determiné par Uintégrale vectorielle

L(f) = nl\nf(n)dwq(n)

2,

On en conclut que f est le potentiel sphérique d’une mesure positive admel-
tant O pour barycentre si el seulement si F(f) = 0, ef que f est harmonigque
si el seulement si la mesure associée est la mesure nulle.

Démonstralion: Soit f = S + h une représentation avec les propriétés
désirées. D’aprés 4.6 et 4.15 on a donc

DYf = DyS*+ Db = u,

ce qui montre l'unicité de la représentation.

L’existence s’établit ainsi: D’aprés 4.16 on sait que px = - D} f est unc
mesure positive admettant 0 pour barycentre. Soit f~ > _,S, le dévelop-
pement de f en série de fonctions sphériques. Alors on a

N(g, 1) {
S1(§) = ol pl(q Emf(m)dog(n) = F(f)§,
ou nous avons posé
L(f) = |*|'"‘” gﬁf(ﬂ)d wg (7).

2y

pED
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La fonction S$1(&) est harmonique, et on voit que f et $# + S; possédent le
meéme développement en série de fonctions sphériques. Donc f et S¥ + §;
sont égaux wg-presque partout, et tous les deux sont des fonctions sous-

harmoniques. En vertu du corollaire 4.8 on conclut que f est identique &
S’u’+81. /

COROLLAIRE 4.18. Les applications f Dé}‘ et p— S* établissent une
correspondance biunivoque enlre les fonctions sousharmoniques f satisfaisant @
&L (f) = 0, et les mesures positives u de barycentre & Uorigine.

Chapitre 5
CORPS CONVEXES ET POTENTIELS SPHERIQUES

Nous allons expliquer la liaison entre la théorie du potentiel sphérique
et la théorie des corps convexes.

THEOREME 5.1. La fonction d’appui hg d’'un corps convexe quelconque
K € €¢ est une fonction sousharmonique dans Q.
La mesure associée @ hx est égale a la premiére mesure de surface de K, i.e.

D hx = m(K) ou {42 +(q - D}hr = (g - 1 (K) (1)

au sens des distributions.
La fonction harmonique associée & hg est la fonction & - F(K)-& on
F(K) = F(hg) est le point de Steiner de K donné par

]

FEK) = o\ nhacor) deng ), @)
o )

Nous avons la représentation suivante:

1 (]
(@) = \gq@-n) durn (K)(n) + S (K) £, pour £€ 2, (3)
g—1ll ,)
Démonstration: Soient a € £2,, o €10, x| et soit
NELg-1, ot Lyq = {EcQy|a-& =0
La convexité et ’homogénéité positive de hx montrent que

cosphg(a) = +hr(acosg + nsing) + 1hx(acosg — 7sino).
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Formant la moyenne en 7 sur £,_;, on obtient
cosghr(a) s 345 (@) + 3475 () = A5 (),

done hx est sousharmonique dans 0.

Si K € %, est un corps convexe lisse, nous savons d’aprés (10) chapitre
2 que la mesure associée a hx est égale & ui(K).

Soit K € €, un corps convexe quelconque. Il exisle une suite K, € €,
de corps convexes lisses telle que K, - K dans %, donc hx, -~ hx dans
€(L2¢). Il en découle que hg, - hx faiblement au sens des distributions
(i.e. dans Z'(£y)), et par conséquent Dy hg, - D hx dans 9'(£2;). D’aprés
1.2 on sait que pi(Kn) — p1(K) dans #(£2,), et en particulier x1(Kn) ~ wi(K)
dans 2'(£g). Puisque D} hx, = p1(Ky), il en découle que Dyhg = wi(K) au
sens des distributions.

Le théoréme de représentation 4.17 [init la démonstration. |

THEOREME 5.2. Deux corps convexes K,L € €, ont la méme premiére
mesure de surface, si et seulement si U'un résulte de I'auire par une translation.

Ce théoréme — d’ailleurs bien connu — est une conséquence immédiate
du théoréme 5.1 combiné avec les observations du chapitre 1. Le théoréme
remonte & E. B. Christoffel pour des corps convexes lisses dans 'espace de
trois dimensions. De plus il est un cas particulier d’un théoréme dia a
A. D. Aleksandrov [2], et & W. Fenchel et B. Jessen [7].

Remarquons que nous n’avons pas supposé la dimension de K et L au
moins 2, comme fait dans [7]. Cependant, cette extension n’est pas profonde.

THEOREME 5.3. Pour qu’une mesure positive p sur la sphére unité Q,
soit la premilre mesure de surface d’un corps convexe, il faut et il suffit qu’elle
satisfasse aux conditions suivantes:

(1) La mesure p admet 0 pour barycentre.
(ii) Le potentiel sphérique S* de p est une fonction d’appui sur Q.

Démonstration: Les conditions sont nécessaires; la condition (i) en vertu
de 1.2 et la condition (ii) en vertu de 5.1. ,

Pour montrer qu’elles sont suffisantes, remarquons que S¥, étant une
fonction d’appui, détermine un corps convexe K et un seul tel que hx = SH.
La premiere mesure de surface ui(K) de K est alors

wi(K) = Dihg = DiS* = u
en vertu de 5.1 et 4.15.
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On voit facilement qu’il y a identité entre les fonctions d’appui sur £2:
et les fonctions sousharmoniques dans £2;. La condition (ii) est par consé-
quent vide quand ¢ = 2.

D’aprés les théorémes 5.2 et 5.3 I'application y; établit une correspon-
dance biunivocque entre l’ensemble %z, des corps convexes dont le point de
Steiner est 4 l'origine el ’ensemble & des mesures positives sur 2, satis-
faisant & (i) et (ii). Cette correspondance est additive et positivement homo-
géne, et de plus on a:

THEOREME 5.4, L’application ui : (K; - & est un homéomorphisme, et
P est un cone convexe fermé de M (82,). '

Démonstration: Puisque ui est conlinue et positivement homogéne, il
suffit de démontrer que 1'ensemble

A = {Ke G| |m(B) =1}
est compact.
On voit immédiatement que =/ est fermé dans %,.
Pour tout K € o7 et tout poinl a € K, le segment [0,a] est contenu dans K
parce que 0 = F(K) € K. Alors

(0. al)i = flua (K] - 1
Comme

s 10, = 12 g
q-—1

on voit que [jaj| et par conséquent & est borné. Le théoréme de sélection de
Blaschke fournit la compacité de . |

Soient K € %, un corps convexe, p,(K), p = 1,- -+, q — 1, ses mesures de
surface. Les mesures u;(K) et yg-1(K) sont caractérisées par leurs potentiels
sphériques, étant resp. des fonctions d’appui el des fonctions sousharmo-
niques. Nous croyons qu’il serait fertile de chercher la caractérisation des
mesures u,(K), p = 2,-++,¢ — 2, par leurs potentiels sphériques S#%,
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